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AVANT-PROPOS

Le présent livre n’a aucune prétention a originalité, et c’est
précisément ce qui doit le recommander au lecteur. Il doit
Pexistence & I'apparition du magistral ouvrage de M. Berlrand
RusstLy qui porte le méme titre!. En principe, il n’était qu'un
compte rendu de cet ouvrage?; mais, pour commenteret illustrer
les théories philosophiques de notre auteur, nous avons été peu
4 peu ‘amené & faire rentrer dans notre exposé 'analyse de la
plupart des travaux des mathématiciens contemporains sur
les mémes questions. De cette sorte d’enquéte sur ’état présent
de la philosophie des mathématiques est résultée pour nous
la conviction (que nous espérons faire partager au lecteur)
que la doctrine de M. Russell n’est nullement, comme certains
systémes philosuphiques & la mode, un brillant paradoxe, une
fantaisie individuelle et éphémere, sans racines dans le passé
et sans fruits dans l'avenir, mais I'aboatissement nécessaire et
le couronnement de toutes les recherches critiques auxquelles
les mathématiciens se sont livrés depuis un demi-sigcle, Gest
un fait notoire que les mathématiques modernes ont constam-
ment tendu & la rigueur déduetive des raisonnements et & la
pureté logique des concepts. A ces besoins nouveaux de
l'esprit scientifigue devait nécessairement répondre une

L. The Principles of Mathematics, t. 1 (Cambridge, University Press,
1903).

2. Voir la Revue de Métaphysique et de Morale, janvier-mars-juillet-
novembre 1904, mars 1905.
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Logique de plus en plus exacle et raffinée; I'instrument indis-
pensable de cette nouvelle Logique.est la « logique symbo-
lique » inventée par M. Pgano, pratiquéé par toute. une école
de mathématiciens et perfectionnée par M. Russell. C'est grace
& celte Logistique (comme nous Pappellerons désormais) qu'on
a pu soumetlre toules les théories mathématiques & une ana-
ly_se précise et subtile, et les reconstriire logiquement avec
ua petit nombre de données fondamentales (principes et notions
premigres). C'est grice & elle que M. Hussell a pu, en complé-
tant sar certains points ce travail de réduction logique, systé-
maliser tous les résultats acquis en une vaste et profonde
synthése, qui est.Ja quintessence des travaux antérieurs, et
qui manifeste ’esprit méme de la mathématique maderne.

Cet esprit se trouve élre diamétralement opposé (d'autres
philosophes l'ont remarqué comme nous) 4 la philosophie des
mathématiques de Kant, qui a encore beaucoup de crédit dans
les écoles. C'est pourquoi nous avons saisi l'occasion qui se
présentait a4 nous de confronter cette philossphie avee celle
qui se dégage implicitement de la mathématique contempo-
raine !, Comme le contrasie méme est.propre & mieux faire
comprendre celle-ci, et & faire apprécier loriginalité. de la
doctrine dont nous nous faisons Uinterpréte, nous avons cru
devoir joindre celle étude historique en 'Appendice & cet
ouvrage. On a reproché & cette élude.de n'éire pas assez his-
torique, de ne_pas se replacer suffisasmment au point de vue et
au temps de Kant. Assurément, nous n’avons pas ¢ru devoir
en éliminer toule préoccupation critique ou dogmatique. Mais,
alors que tant d’historiens ont profité du centenaire de la mort
de Kant pour comparer sa doelrine aux idées du temps présent,
et ont cru pouvoir 1a louer de s'accordér aveé elles, en vanter
la vitalité et la modernité, nous avions bien le droit d’inslituer,
en un aulre domaine, une comparaison semblable et d’en Lirer,
dans ce domaine, des conclusions meins. fayorables au kan-

1. Dans le numéro que la Revue de Me‘lag}hyéiqzte el de Morale a consdcré
au centenaire de la mort.de Kant {mai 1904). Cf. Bulletin' de {a Sociélé
frangaise de Philosophie, numéro dé mai 1904.
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tisme. Exiger qu'on juge toujours un philosophe « de T'inté-
vieur », & son point de vue et & celui de son temps, cest
admettre quil o'y a pas de vérité en philosophie, qu'un sys-
tdme philosophique est une ceuvre d’art qui ne vaut que par son
unité intrinseque et son harmonie 1, En philosophie comme
ailleurs, le respect superstitieux du fait historique aboutit au
dilettantisme et au scepticisme. - .

Comme de juste, nous-manifestons la méme indépendance &
I'égard de nos opinions anciennés. Nous devons prévenir ceux
de nos lecteurs qui connaitraient notre ouvrage De [I'Infini
mathémaligue que nous renions désormais quelques-unes des
theses gue nous y avons soutenues. Pour préciser, nous en
maintenons toute la partie didactique et critique; c'est la
partie posilive, notamment la théorie du nombre et celle de la
grandeur, que nous remplacerions par les chapitres 11 et Iil
du présent livre. Les criliques sont avertis par la de ne pas
nous opposer des contradictions manifestes entre nos theses
d’'aujourd’hui et celles d’autrefois. 8l nous fallait une excuse
pour avoir varié, c'est-d-dire, croyons-nous, pour avoir pro-
gressé, elle se trouverait dans ce fait, que presque tous les
travaux dont nous nous inspirons ici ont paru dans les dix
_années qui se sont écoulées depuis la composilion de notre
premier ouvrage.

Cette considération ne nous laisse non plus aucune illusion
sur le caractére définitif de notre travail. Lors méme qu'il
serait au courant aujourd’hui, il ne le serait plus demain. Tous
les ans, on pourrait presque dire : tous les mois, il parait de
nouveaux mémoires sur les principes de telle ou telle branche
des mathématiques, qﬁi parachévent sur quelque point la
reconstruction logique des sciences exactes. Le nombre et la
variété des travaux de ce genre qui paraissent en Italie et en

4. D'ailleurs, méme & ce point de vue, le systeme de Kant reste encore
sujet & critique. Son savant commentateur n’a-t-il pas déclaré que « la
Crilique de la raison pure est Pecuvre la plus géniale el la plus pleine de
contradictions de toute 'histoire dela philosophie » 2 (VAININGER, Commentar
su Kants Kritik der reinen Vernunft, t. Il, Préface; 1892). Nous avons eu
Poccasion (et 'audace) de remarquer quelques-unes de ces contradictions.



YiII AVANT~PROPOS

Angleterre, en Allemagune et en Amérique prouvent au specta-
teur le plussuperficiel les progrés incessants que font la Logis-
tique et la Logique des mathématiques. Nous avons le regret
de constater que la France 0’y a pris jusqu'ici - auctne part;
nous nous croirions amplement Payé de nos peines; si notre
ouvrage pouvait contribuer 4 faire cannaitre dans notre pays
cet imposant ensemble de travaux, a répandre les doctrines
auxquelles ils ont donné naissance, enfin et surtout, & sus-
citer parmi nos compatriotes des chercheurs capables de riva-
liser"avec les logisticiens étrangers, de collaborer a leur ceuvre
et de la conlinuer, '



LES

PRINCIPES DES MATHEMATIQUES

INTRODUCTION

Jusqu’au milieu du x1x° siécle, la Logique et les Mathéma-
tiques avaient vécu absolument distinctes et méme séparées.
La Logique était restée confinée dans le domaine étroit que
lui avait assigné Aristote, & sdavoir dans I'étude des relations
d’inclusion ou de prédication entre les concepts généraux et
abstraits; et, malgré les tentatives de Jungius, de Leibniz et de
leurs disciples, qui avaient avorté ou restaient ignorées, rien
ne pouvait faire prévoir une renaissance ou un nouveau déve-
loppement de la Logique. De leur coté, les Mathématiques (ce
pluriel est significatif) formaient une collection de sciences
spéciales d'un caractére technique : science du nombre, science
de Ja grandeur, science de I'espace, science du mouvement,
dont I'unité, assez vague, consistait uniquement dansla commu-
nauté de méthode. Mais, chose curieuse, cette méthode déduc-
tive était absolument inconnue de la Logigue formelle, qui
pourtant prétendait étudier toutes les formes de la déduction,
de sorte qu’il s’était constitué implicitement une Logique
mathématique tout a fait différente de la Logique classique
(syllogistique); et les philosophes, pour expliquer cette dualité,
se contentaient d’opposer entre elles la Logique de la qualité
et Ja Logique de la quantité, sans chercher le lien qui devait
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les unir, en tant que branches d’une seule et méme Logigue.

Cet état de choses a complétement changé pendant la seconde
moitié du xix® siécle. D'une part, les mathématieiens furent
pris de scrupules logiques inconnus de leurs prédécesseurs; ils
se mirent & analyser leurs méthodes de démonstration, & vérifier
Penchainement de leurs théorémes, & rechercher les hypothéses
ou postulats qui se glissaient subrepticement dans leurs raison-
nements, enfin & dégager les principes ou axiomss d’ou partaient
leurs déductions et d’ou dépendaient toutes leurs théories. Le
Calcul infinitésimal, dont les principes avaient gardé quelque
chose de paradoxal et de mystérieux; fut enfin fondé sur la
théorie rigoureuse des limites; la théorie des fonctions, ol
avaient longtemps régné des préjugés dorigine intuitive, fut
épurée et approfondie. La Géormétrie et la Mécanique, dégagées
autant que possible de I'intuition, devinrent des « systémes
hypothético-déduclifs» fondés sur un certain nombre d’axiomes
ou de postulats d’oir tout le reste se déduit logiquement.
Enfin, en creusant pour ainsi dire les fondations de leur science,
et en reprenant tout I'édifice en sous-ceuvre, les mathémati-
ciens furent amerés 4 constituer deux théories nouvelles qui
devaient désormais servir de base & toutes les autres : la théorie
des ensembles et la théorie des groupes; avtrement dit, la
science des multiplicités et la seience de Tordre. Ainsi' i appa-
raissait que les sciences du nombre et de la grandeur n’étaient
pas primordiales, mais reposaient surdés doetrines d’un carac-
tére plutot logique que mathématique, et:sur des notions qui
n’avaient plus rien de quantitatif.

D'autre part, la Logique, grice & des mathématiciens, sortait
vers le méme temps de sa torpeur séculaire : tout d'abord, elle
s’apercevait qu’elle n’avait méme pas exploré; et défriché tout
le champ ol Aristote l’avait enfermée; et dans le domaine
circonserit des relations d'inclusion entre concepts, elle décoii-
vrait bien d’autres formes de déduction que les trop fameux
modaes da syllogisme {dont quatre se trouvaient daillenrs faux).
Empruntant & PAlgébre, non pas ses principes; mais sa migthode
et son symbolisme, la Logique formelle se constituait pour la
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premiére fois sous la double forme d’un Calcul des classes
et d'un Caleul des propositions qui offrent entre eux une sur-
prenante analogie. Puis elle remarquait que I’esprit humain,
soit dans la vie quotidienne, soit dans les sciences, considére
et manie bien d'autres relations que les relations d’inclusion
entre concepts : et elle entreprenait de classer et d’analyser
toutes ces relations en étudiant les propriétés formelles qui les
rendent susceptibles de déduction. Elargissant ainsi indéfini-
ment son horizon auparavant si borné, elle devenait la Logique
des relations. Et comme les relations les plus simples et les plus
élémentaires se trouvent dans les théories mathématiques, elle
s’appliquait & analyser et & vérifier 'enchainement des propo-
sitions mathématiques, et méme a démontrer les prétendus
axiomes en les ramenant & des principes purement logiques.
Des lors, le pont était jeté entre les deux domaines, autrefois
séparés, de la Logique et de la Mathématique. Le Calcul des
classes apparait comme la partie la plus élémentaire de la
théorie des ensembles; et la Logique des relations est le fonde-
ment indispensable de la théorie des groupes et de la théorie
des fonctions. Ainsi s’est consommée de nos jours 1'union, pour
ne pas dire la fusion de la Logique et de la Mathématique; on
ne peut plus discerner o finit la Logique, ou commence la
Mathématique, et on ne peut plus distinguer ces deux disciplines
qu'en disant, avec M. Russell!, que la Logique constitue la
parlie générale et élémentaire de la Mathématique, et que la
Mathématique consiste dans I'application des principes de la
Logique & des relations spéciales 2.

Bien entendu, il ne s’agit dans tout ceci que de la Mathéma-
tique pure, congue, suivant expression de M. Pieri, comme un
« systeme hypothético-déductif », c’est-a-dire comme un en-
semble de propositions dont la vérité est subordonnée a certaines
hypothéses dont elles se déduisent logiquement. On sait que tout
théoréme mathématique est soumis & des hypothéses ou condi-

1. Op. cit., p. 9.
2. Les rapports de la Logique et de la Mathématique seront précisés
dans notre Conclusion.
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tions explicites ou implicites : si ces hypothéses sont vraies
(dans tel cas particalier), le théoréme est vrai {dans le' méme
cas). Cela montre bien le caractére logique des vérités mathé-
maltiques, et 'espéce de valeur qu'elles possédent, et qu’on peut
appeler : une nécessité hypothétique. On comprend dés lors la
définition par laquelle débute l'ouvrage de M. Russell : « La
Mathématique pure est 'ensemble des propesitions de la forme :
« p implique ¢ », p et ¢ élant des propositions qui contiennent
les mémes variables et qui ne contiennent que des constantes
logiques »!. En d’autres termes, la Mathématique pure est un
ensemble d'implications formellesindépendantes de toutcontenu.
Bt cela justifie cefte assertion paradoxale et humoristique,
émise ailleurs par le méme auteur: «La Mathématique est une
science ou 'on ne sait jamais de quoil'on parle, ni si ce qu'on
dit est vrai® ». En effet, on ne sait pas de quoi 1'on parle,
puisque la matiere des implications est indéterminée; et llon
ne sait pas si ce qu’on dit est vrai, puisque la vérite des consé-
quences dépend de la vérité des hypotheses, laquelle dépend &
son tour du contenu quon leur donne®. Les Mathématiques
appliquées consistent précisément’a appliquer ces implications
formelles & des données matérielles; des lors, les théses des
théorémes deviennent viaigs dans les cas et dans la mesure ol
leurs hypotheses sont vérifiées par ces données; mais-les théo- .
rémes eux-mémes sont toujours vrais, en tant qu’implications
formelles, qui, comme on l¢ verra, ne;supposent ni la vérité de
leurs hypothéses ni celle de leurs théses: Les Mathématiques
appliquées comprennent la Géométrie et la Mécanique, en tani
qu'elles portent sdr-Fespace et le monde réels (ou plutot actuels,

1. Ces expressions de constantes et de varigbleg seront expliquées dans
ia suite.

2. Recent work on the principles of Mathematics, ap. The. International
Monthly, vol. 1V, n° 4, p. 8%. Burlinglon, juillet 1901, "

3. Il ne faut pas en conclure, comme les, sceptiques contemporains: se
sont empressés de le faire, qu'il n'y a pas d¢ vérité ep Mathémaligque, car,
quelle que soit la vérité'des hypotbeses el des conséquences, les impli-
eations dont elles font partie Tésient vraies, et sont par suile absolument
vraies. Le sens comiiiiin a donc raison de considérer les prépositions
mathématiques {enténdues en ce sens} comme le type de la vérité uni-
verselle et nécessaire.
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comme on dit en anglais), mais non en tant qu'elles spéculent
sur un espace idéal et un monde possible. De méme, elles com-
prennent 'Arithmétique des nombres « concrets », c’est-a-dire
toutes les applications des nombres au dénombrement d’objets
réels ou & la mesure de grandeurs réelles. Telle est la distine-
tion nette et logique des mathématiques pures et des mathéma-
tiques appliquées, qu'on a contestée récemment & tort, nous
semble-t-il 1.

Cette fusion progressive de la Logique et de la Mathématique
pure, qui a été implicitement et presque inconsciemment réalisée
par les travaux de Boole, de Schroder et de Peirce, d'une part,
de Weierstrass, de Georg Cantor et de Peano, d'autre part,
constitue évidemment une révolution dans la philosophie des
mathématiques, et par suite dans la théorie de la connaissance.
Elle était mire pour un exposé systématique qui {at la synthese
de tous ces travaux épars. Cette synthése, que nous attendions
impatiemment depuis quelques années, elle existe aujourd’hui.
L’ouvrage de M. Russell résume et coordonne les résultats des
recherches critiques des mathématiciens modernes, et les théo-
ries nouvelles qui sont nées de ces recherches. C'est une recons-
truction logique de toute la Mathématique pure au moyen de
la « Logistique » de M. Peano, complétée et perfectionnée par
T'auteur dans le domaine encore neuf de la Logique des rela-
tions 2. Cet ouvrage est en somme destiné a justifier la these
de I'identité fondamentale de 1a Logique et de la Mathématique,
en montrant que toutes les propositions de celle-ci reposent sur
neuf notions indéfinissables et sur vingi principes indémontra-
bles, qui sont les notions premiéres et les principes de la Logique
méme. :

" A vrai dire, la démonstration formelle de cette thése (au moyen
de la Logique symbolique, seul procédé de raisonnement rigou-
reux et sir) se trouvera dans le second volume, que M. Russell

1. L. WeBER, Vers le positivisme absolu par lidéalisme, p. 242 sqq. Paris,
Alcan, 1903.

2. Voir Russgwr, Sur la Logique des relations, avec des applications a la

théorie des séries, ap. Revue de Mathématiques de G. Peano, t.VII, p. 145-147.
Turin, 1902.
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prépare avec la collaboration de M. Whitehead, I'auteur d'un
beau Traité d’Algébre universellet. Mais elle se  trouve déja
implicitement dans les travaux de M. Peano et de son école, &t
notamment dans le Formulaive de Mathématiques qui en est le
prineipal fruit. i

(’est cette démonstration que nous v6ulons exposer sommaire-
ment, sous une forme sans donte moins rigonreuse, mais anissi
moins technique et plus accessible aux philosophes non initiés
& la Logistique. Mais auparavant il importe d'énumérer les
principes et les notions premisres de la Logique, puisque ce
sont les principes et les notions preniieres de toute la Mathé-
matique, et qu’en tout cas il faut, pour pouvoir juger cette these,
connaltre la méthode par laquelle elle parait pouvoir se
Jjustifier. Au surplus, nous avons dit que la Logique classique
était radicalement insuffisante & rendre comple des rdisonne-
ments mathématiques; il est done intéressant et méme néces-
saire de donner un apercu suceinct de 1a Logique moderne, qui,
tout en englobant la Logique classique, est infiniment plus vaste
et plus compréhensive, et qui est la vraie logique des mathé-
matiques. i i g

1. 4 treatise on Universal Algebra, t. 1 (Cambridge, 1598). Cf. notre

article sur L'dlgébre universelle de M. Whitehead, ap.” Revue de Métaphy-
sique ef de Moraie, t. VIII, p. 323-362 (mai 1906},



CHAPITRE 1

PRINCIPES DE LA LOGIQUE!

Comme toute théorie déductive, la Logique formelle repose
sur un certain nombre de notions premieres (qu'on ne définit
pas) et de propositions premiéres (admises sans démonstra-
tion). L'idéal serait évidemment de réduire les principes et les .
notions premiéres au plus petit nombre possible; et c'est &
quoi M. Russell s'est efforcé dans son ouvrage. Seulement, il
a 616 ainsi conduit, pour ramener les formules et les déductions
au maximum de simplicité formelle, & énoncer ses principes
sous une forme qui parait parfois artificielle et paradoxale, et
qui n’offre pas toujours I'évidence que semblerait exiger le
sens commun. I1 faut sans doute renoncer & cette évidence,
qui non seulement n’est pas une condition de rigueur logique,
mais qui Uexclut plutot. Combien de théorémes d’Arithmétique
et de Géométrie sont plus « évidents » que les axiomes sur
lesquels on les fonde! Jamais les Mathématiques ne se seraient
constituées comme sciences déductives, si I'on avait accepté
toutes les propositions reconnues évidentes, et g'il ne s’étaif
trouvé des esprits pointilleux pour démontrer des vérités de
bon sens, comme « 2 et 2 font 4 ». Quand on cherche, suivant
le précepte de Leibniz, & « démontrer les axiomes », il est iné-

1. Gf. notre article sur Lo Logique mathématique de M. Peano, ap. Revue
de Métaphysique, t. VII, p. 616-646. (septembre 1899). Nous devons dire,
toutefois, que nous ne souscririons plus & toutes les conclusions critiques
de cet article. !
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vitable qu'on aboutisse & déduire des propositions évidentes de
propositions qui le sont moins, et qu'on paraisse, par suite,
justifier le clair par Pobscur, le certain par e douteux. Mais
I'essentiel est de déduire logiquement I'ensemble des vérités
admises du plus petit nombre possibls ‘de principes; il faut
done faire bon marché de I'évidence, condition toute subjective,
donc variable, et psychologique, done étrangére & la Logique ;
d’aillears, les prineipes participent de I'évidence que le sens
commun attribue & leurs conséquences.

Néanmoins, pour ne pas rebater ou scandaliser le lecteur,
nous nous écarterons ¢d et 1a de 1'énoncé des principes de
M. Russell!. On sait du reste qu'il €&t toujours possible de
remplacer par d’autres les principes d’une théorie déductive :
il suffit souvent, pour cela, de changer le choix ou lordre
des notions premiéres %. Des ensembles tout différents de prin-
cipes peuvent donc engendrer le méme systéme de’ econsé-
quences. Dés lors I'essentiel, dans une théorie logique, est
moins I'ensemble; sariable des principes que 'ensemble perma-
nent des conséquences. Qu'il suffise au lecteur de savoir que
les principes que nous substituerons, pour plus de clarté, &
certains principes de M. Russell se déduisent formellement de
ceux-ci, de sorte que, s'ils ne sont pas nécessaires, ils sont en
tout cas suffisants pour fonder la Logique, et par suite -la
Mathématique pure .

§ A. — CarcuL pEs ProposiTioNns*.

La partie fondamentale de la Logique est le Caleul des pro-
positions. En effet, si 'on voulait commencer par une autre

1. Op. eil., ch. 11 : Symbolic Logic. e

2. Gf. G. Peaxo, Les définitions mathématiques, ap. Bibliothéque du Congrés
de Philosaphie, t. 11L, p. 2805 A. Papox, Introduction logique a wne théorie
déductive guelcongue, 1bid., p. 813, -

8. Pour un exposé plus .délaillé des principes de 14 Logique, nous ren-
verrons le lecteur & notre Traité de Logistique, dont le présent chapitre
est le résumé.

4. ResseLy, op. cif., § 14-193 notamment § 48, énumération des dix
axiomes du Calcul des propositions.
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théorie quelconque, on ne pourrait rien déduire des principes
de cette théorie tant qu’on n’aurait pas admis les principes du
Galcul des propositions, qui sont le nerf de tout raisonnement.
La relation principale de ce calcul estla relation dimplication
entre deux propositions : ¢’en est la premiére notion indéfinis-
sable. On désignera les propositions par les lettres p, ¢, 7,... el
I'on écrira « p implique ¢ » sous la forme suivante :

pog

Cette formule signifie que « si p est vraie, g est vraie »; ou
que « si g est fausse, p est fausse »; ou que « p ne peut étre
vraie et ¢ fausse »; ou que « ou bien p est fausse, ou bien ¢
est vraie » . Toutes ces assertions équivalentes (mais dérivées)
ne peuvent servir qu'a expliguer Vimplication p o ¢, mais non
4 la définir.

M. Russell définit les propositions comme suit : « Une propo-
sition est ce qui s’implique soi-méme. » Autrement dit, il prend
pour définition de la notion de proposition le principe d'iden-
tité. Pour dire que p, ¢,... sont des propositions, il écrit : p o p,
g o ¢, etc. On voit déja ici la différence entre les définitions
mathématiques et les définitions philosophiques. Au point de
vue philosophique, la notion d'implication parait supposer celle
de proposition, précisément parce que seules les propositions
peuvent impliquer ou étre impliquées *.

Vient ensuite la définition da produit logique de deux propo-
sitions. Nous I'omettons, & cause de son obscurité et de sa
complication; nous préférons ‘admettre cette notion comme
indéfinissable, et l'expliquer verbalement. Le produit logique
de deux (ou plusieurs) propositions p, ¢,... est affirmation
simultanée de ces propositions : il consiste & dire que p, g,...

1. La derniere de ces interprétations verbales est préférable, parce
gu’elle est la moins équivoque.
2. M. Russell est ainsi amené & formuler deux autres principes qui
nous semble.t philosophiquement inutiles ou insignifiants :
pog.o.pop
pog.2.490¢
Cest-a-dire : « Si p implique ¢, p est une proposition, et 4 est une propo-
sition. »

Couturar. — Les principes des mathématiques. 2
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sont toutes vraies & la fois. 1l s’éerit p ~¢, ou bien simplement
2¢> comme un produit arithmétique.

L’équivalence de deux propositions peut maintenant se définir
comme suit!:

pP=q.=.pog.g90°p

« Dire que p égale g, ¢’est dire que p implique ¢ et que ¢ im-
plique p2 »

Nous pouvons maintenant énumérer les cing prineipes
suivants en donnant leur formule symbolique {(dans ce qui suit,
nous supposerons une fois pour toutes, pour simplifier les
formules, que p, ¢,  sont des propositions) :

10 La loi commutative :

Pog=qg~p
2° la loi associative : :

polgan=@pnrgnr
3° le principe de simplification :

p ~gop
« L’aflfirmation simultanée de p et de ¢ implique 'affirmation
de p.»
¥ le principe de composition :

pag.paT.o.poan

1. Les poiats, dans les formules svivanies, remplacent (avec avaniage)
des parentheses. lls servent & séparer les diverses parties d’une formule.
On doit d’abord unir les parties séparées par un seul point, puis celles
séparées par deux points, et ainsi de suite. It en résulte que la copule
principale {celle qui constitue la proposition totale} est celle qui est
encadrée du plus grand nombre de points. On économise des points au
moyen de certaines conventions; par exemple, en admettant que pyor
signifie (pg) o », on pourra écrire p. ¢. o.» aut lieu de p. g:o.r.

2. 1l ne faut pas croire que cette formule constitue un cercle vieieux,
parce qu’on y emploie comme copule principale le signe a définir =. Ce
signe n'a pas le méme sens dans les deux cas, Comme copule principale,
il signifie: « égale par définition », et cette espéce d'égalité, conventionnelle
et arbitraire en quelque sorte, est bien dillérente de I'éguivalence. Une
définition, en Mathématigue et en Logistique, consisie & denner un séns
4 un symbole qui n'en a pas encore, en le posant comme équivalent a
un ensemble de symboles ol il ne figure pas, et qui a déja vn sens.
Aussi une définition mathématique ou logique n’est-elle qu’une convention
déeriture, une abréviation. Ce n’est pas une proposition (qui serait néces-
sairement vraie ou fausse}, encore moins un principe. G, §D: Meéthodologie.
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« 8i p implique g, et si p implique 7, p implique ¢ ~ r (Vaffir-
mation simultanée de g et de r)..»
80 le principe du syllogisme (hypothétique) :

POg.gor.o.por

« Si p implique ¢, et si ¢ implique 7, p implique ». » Dans le
langage de la Logique des relations, ce principe signifie que la
relation d'implication est transitive.

On considere généralement le principe du syllogisme comme
le fondement ou le type de toute déduction. Mais tous les
autres principes de la Logique, qui sont indépendants de
celui-la, peuvent servir, et servent en fait, de type et de fonde-
ment & des déductions. Il y a plus: le principe du syllogisme,
comme les autres, ne peut justifier une déduction particuliere
quelconque qu’en vertu d’un autre principe, qui s’énonce : « 51
Ton a une implication (vraie) p o ¢, et si 'hypothése p est vraie,
la thése ¢ est aussi vraie, de sorte qu'on peut l'affirmer isolé-
ment ». Et en effet, en quoi consiste une déduction, par exemple
une déduction syllogistique? Elle ne consiste pas simplement
3 constater et 3 affirmer une relation d’implication entre les
prémisses et la conclusion : elle consiste en outre & constater
que les prémisses sont vraies (ou supposées telles), et a affirmer
la conclusion « absolument », c¢’est-3-dire isolément. Or cela ne
peut se faire qu'en vertu du principe précédent. Ce principe
est donc indispensable et fondamental en Logique : c’est le nerf
de toute déduction, puisque seul il permet de passer des pré-
misses & la conclusion : de remplacer celles-la par celle-ci, et
par suite d’avancer par étapes dans un raisonnement. Pour
cette raison, nous l'appel]eroné désormais le principe de déduc-
tion 1,

1l est remarquable que ce principe ne peut pas s’exprimer
symboliquement. On pourrait étre tenté de I’écrire :

p.poq.o.q

1. Cest aussi le principe du raisonnement hypothétique (modus ponens):
« Si p est vraie, ¢ est vraie; or p est vraie; donc ¢ est vraie. » Le modus
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mais cette formule est indissoluble, et ne permet pas d’affir-
mer séparément g. Pour pouvoir le faire, il faudrait pouvoir
supprimer 'hypothése p. p 2 ¢, ce qui ne se peut qu’en vertu
du principe en question. Comme le remarque M. Russell, ce
principe marque la limite du symbolisme. Il n’y a rien d’éton-
nant, d'ailleurs, & ce que le symbolisme ne réussisse pas &
traduire tous les principes, car il faut évidemment définir
verbalement les premiers symboles et les premiéres formules.

Ce n'est pas tout : & ce principe il faut adjoindre le principe
de substitution, qui s'énonce : « Dans une formule générale, a
un terme général ou indéterminé on peut substituer un terme
particulier ou individuel ». Cela ‘est évident, puisqu'une for-
mule générale n’a de valeur et méme de sens qu’en tant qu’elle
peut s’appliquer & des termes particuliers. Ce principe, comme
le précédent, ne peut pas se traduire en symboles, justement
parce qu'il fonde l'emploi des symboles; et, en effet, on ne
pourrait U'exprimer, y compris la notion de « terme particulier »,
qu'au moyen de symboles généraux; mais, pour Pappliquer &
des termes réellement particuliers, il faudrait pouvoir substi-
tuer ceux-ci aux termes généraux qui les représenteraient dans
la formule, ce qui ne se peut qu’en vertu du principe lui-méme*.

Il convient d’introduire dans le Caleul logique deux termes
particuliers, le vrai (V) et le faux (A). On peut les définir for-
mellement comme suit :

Aoz , zoV

quelle que soit la proposition z; autrement dit, « le fanx
implique tout, et le vrai est impliqué par tout ». On peut
démontrer que les termes ainsi définis sont uniques. Cette

follens (« or ¢ est fausse; done p est fausse ») se déduit du précédent au
moyen du principe de contraposition (voir plus bas).

1. Quant au principe de la substitution des éguivalents, mis en avant
par StaxLey JEVONS, ¢e n'est pas un axiome, mais un théoréme ou plutdt
un ensemble de théorémes quon démontre pour chaque relation ou
opération particaliere. Il constitue en effet une propristé spéciale de cer-
taines relations ou opérations, & savoir Puniformite. Par exemple,
Paxiome d’Euclide : « Egal ajouté a égal donne égal » signifie que
Paddition est une opération uniforme; et sinsi de suite.
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définition un peu paradoxale se justifie par toules les consé-
quences qu'on en déduit formellement.

On peut définir la- somme logique de deux propositions
comme suit : La somme logique de deux propositions p et g est
une proposition s qui est impliquée par chacune d’elles, et
qui implique toute proposition impliquée par chacune d’elles.
Cette définition tormelle se traduit par les formules :

POS§.qOSIPOL.GOL.0.50F

On s’apercoit aisément que la somme logique de deux pro-
positions est leur alternative: « ou p est vraie, ougq est vraie »,
ou simplement : « p ou ¢ ». On la représente par p-q. Les
formules précédentes deviennent en conséquence :

POPVG.gOPVYIPOL.gOT.0.pV GO
Les deux premiéres s’appellent, par analogie, principe de sim-
plification ; la derniére, principe de composition.

On peut maintenant définir formellement la négation. La
négation (ou mieux, la négative) d’'une proposition p se repré-
sente par -p, qui s'énonce : non-p. G'est, par défipition, une
proposition qui vérific avec p les deux relations suivantes :

pr-p=A pvp-=V

« L'affirmation simultanée de p et de non-p est fausse; l'alter~
native de p et de non-p est vraie. » La premiére de ces for-
mules est le principe de contradiction : « p et non-p ne peuvent
étre vraies & la fois ». La seconde est le principe du miliew exclu:
« ou p est vraie, ou non-p est vraie ». Ainsi ces deux « prin-
cipes » constituent en réalité, réunis, la définition de la néga-
tion. lls sont donc indépendants 1'un de l'autre, et indépendants
chacun du principe d’identité *.

Pour démontrer que la négative d’'une proposition est unique,

1. Toutes les démonstrations par lesquelles on a prétendu déduire ces
deux principes, soit 'un de l'autre, soit du principe d’identité, présup-
posent la notion de négation, et constituent par conséquent un cercle
vicieux (ou tout au moins une pétition de principe, si Fon prend la
négation pour notion premigre).
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il fant admetire encore une proposition premiére, le principe
de contraposition t ;

Pog.92.-qo-p

« 8i p implique ¢, non-g implique non-p », d'otl I'on déduit
la loi de double négation :

--pl=p

« La négative de non-p équivaut & p », ou, comme on dit
vulgairement : Deux négations valent une affirmation.

Pour compléter le Calcul des propositions, il faut introduire
un dernier principe, que nous appellerons le principe d’asser-
tion, et qui s’énonce par l'une ou l'autre des formules sui-
vantes ®:

p=(p=Y) -p=({p=A)
quelle que soit la proposition p. En d’autres termes, une pro-
position queleconque p équivaut a I'affirmation : « p est vraie »,
ou & Paffirmation : « non-p est fausse » 3.

Du principe d’assertion on peut déduire le principe d'impor -
tation et d’exportation, que M. Peano prend pour proposition
premiére :

PO.gOrI==.pP~rgor
« Dire que p implique que ¢ implique », c’est dire que p et ¢
réunies impliquent . » Ce principe peut sé décomposer en deux
implications inverses, le principe d'importation :

pP.o.gor:o.pnrgor
en vertu duquel on peut importer dans Pimplication gor

1. Ainsi appelé parce qu'il est le fondement de la contraposition clas-
sique (par laquelie de « Tout @ estb » on déduit « Tout non-b est non-c »).
(Pest aussi, comme noiis 'avons dit, le fondement du raisonnemént hypo.-
thétique (medus toilens), et par suite de tous les raiscnnements dits par
Pobsurde, si fréquents en Mathématiques.

2. Ces deux formules sont équivalentes, car on peut démontrer, au moyen
des principes précédents, que - V=4, et qué :

p=q=(-p=-¢
3. CGette traduction est Iégitime, car, en vertu de la loi de double néga-
tion, la négation de -a est a.
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I'hypothése p qui en est la coﬁdition; et le principe dexpor-
tation :
prgor.o:p.o.qor

en vertu duquel on peut ezporter de I'implication p ~ gor une
de ses hypothéses, p.

Le principe d’assertion permet encore de réduire une impli-
cation & une alternative, au moyen de 1’équivalence :

pogq.=.-png

« Dire que p implique ¢, c’est affirmer non-p ou g », c'est-a-
dire : « ou p est fausse, ou ¢ est vraie ». On se rappelle que
’est par cette alternative que nous avons expliqué plus haut
Pimplication.

Le principe d’assertion a encore une foule de conséquences
importantes, dont les unes sont évidentes et conformes au bon
sens, et les autres paradoxales. En vertu du principe du milieu
exclu, on peut affirmer que toute proposition est vraie ou
fausse, et, en vertu du principe de contradiction, qu’elle ne peut
stre & la fois vraie et fausse 1. Le vrai et le faux sont donc deux
valeurs exclusives une de I'autre, et les seules que puisse
prendre une proposition quelconque.

Mais de ee truisme résultent des conséquences comme
celles-ci:

p=9q-v-p=-9

Cest-a-dire : Une proposition quelconque équivaut & une autre
proposition quelconque ou & sa négative (et, en effet, de deux
propositions qui sont la négative Iune de l'autre, l'une est
yraie et Pautre fausse, nécessairement). Toutes les propositions
yraies sont équivalentes; toutes les propositions fausses sont
équivalentes. Chagque proposition fausse implique toutes les
propositions (vraies on fausses); chaque proposition vraie est
impliquée par toutes les propositions (fausses ou vraies). Ges

1. Seul, le principe d’assertion permet de démontrer que « le vrai n’est
pas le faux », en symboles : V==4. Cette formule ne peul pas se
déduire des autres principes, comme le prouve le Calcul des classes.
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paradoxes inévitables (car ce sont des conséquences néeessaires
du caleul, et cela dans n'importe quel systéme de Logique)
s'expliquent par le fait que I'implication ici considérée est I'im-
plication matérielle, et non pas l'implication formelle, qu'on
définira plus loin, et & laquelle tout le monde pense quand on
parle d'implication. L’implication matérielle (o ¢) ne signifie
rien de plus que ceei : « Ou p est fausse, ou g est vraie?, » Peu
importe que les propositions p et ¢ aient entre elles un rapport
logique ou empirique quelconque; 'implication est vérifice des
que p est fausse (quelle que soit ) ou dés que ¢ est vraie (quelle
que soit p). Voila pourquoi on arrive & ce résultat paradoxal,
que le faux implique le vrai.

Ces vérités paradoxales servent d'ailleurs & résoudre correc-
tement certains paralogismes ou certains paradoxes ou le hon
sens vulgaire risquerait de s’embarrasser. Tel est, par exemple,
le probléme de Lewis Carroll : « g implique »; mais p implique
que ¢ implique non-r; que faut-il en conclure? » On raisonnera
comme il suit : p implique non-¢ ou noii-r; or non-» impligque
non-¢g; donc p implique nomn-g¢, ¢'est-i-dire la vérité de p
implique la fausseté de ¢. Mais Lewis Carroll raisonne autre-
ment : 8i ¢ implique 7, il est impossible que ¢ implique non-»;
done p implique Pimpossible; et par suite est faux. Celte
conclusion est fausse, parce qu’il est possible que ¢ implique &
la fois 7 et non-r; seulement alors ¢ est faux (comme impliquant
deux propositions contradictoires) 2,

§ B. — CarcoL pEs Crasses®.

Tandis que Boole et Schroder, sous U'influence de la Logique
classique, considéraient le Galeul des classes comme antérieur
au Caleul des propositions, M. Russell le considére comme
postérieur. Pour lui, I'idée de classe est une notion dérivée,

i. Cetle équivalence est bien connue en Logique classique, car c'est
elle qui sert a transformer un jugement hypothétique en jugement dis-
Jonetif, ou inversement.

2. Voir le Mind davril et juillet 1905 (p. 293, 400).

3. RusseLw, op. cit., §§ 20-26.
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subordonnée & celle de proposition, et méme a celle de fonction.
On appelle fonction, en Logique comme en Mathématique, toute
expression contenant une ou plusieurs variables'. Mais la
notion logique de fonction est beaucoup plus étendue que la
notion mathématique, car elle comprend méme les relations
affirmées ou propositions (ce que 'on appelle en Mathématique
les équations). Par exemple, en Mathématique, « sin  » est une
fonction, « sinz=1 » est une équation; mais, en Logique, ces
deux expressions sont des fonétions.

Maintenant, qu’est-ce qu'une variable? La réponse & cette
question est trés difficile : on peut dire, en gros, qu’'une variable
est un terme indéterminé auquel on peut substituer un terme
déterminé quelconque, qu’on appelle une valeur constante de
la variable. On appelle fonction propositionnelle une fonclion
logique qui, pour toute valeur attribuée a la variable (ou
aux variables), devient une proposition. Une fonction proposi-
tionnelle n’est pas par elle-méme une proposition, car elle
n’est ni vraie ni fausse, elle est indéterminée. Elle ne devient.
une proposition vraie ou fausse que lorsqu’on en détermine le
sens en substituant 3 la variable une valeur particuliére.

Cela posé, soit® ox une fonction propositionnelle d’une
variable x. Cette fonction a un sens (est une proposition) pour
chaque valeur attribuée & x; elle est done (en général) vraie
pour certaines de ces valeurs, et fausse pour les autres. Elle
détermine ainsi une classe, ¢’est-a-dire ’ensemble des valeurs
de x pour lesquelles elle est vraie. Cette classe sera désignée
par le symbole : 39z, qui peut se lire : « I'ensemble des x
qui vérifient ¢z ». Le signe s est donc un symbole opératoire
qui fait correspondre une classe & une proposition?®. Il donne
lieu & un axiome qui se formule comme suit :

=Y .03 er . =, TP

1. V. Frece, Function und Begriff (Jena, Polhle, 1891), et Was ist eine
Funktion? ap. Bolizmann-Festschrift (Leipzig, Barth, 1904).

2. Nous désignerons les fonctions par des lettres grecques, pour ne pas
les confondre avec les propositions et avec les classes (voir p. 18, note 1).

3. Ce symbole se traduit dans le langage par qui, fel que, elc.: « les z
qui vérifient ox; les x tels que px est vraie, ete. » On voit qu'il est
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ee qui signifie : « 8i les deux fonctions propositionnelles ¢z
et Jx sont équivalenies, les classes correspondantes sont
égales (identiques) ». En termes mathématiques, cela veut
dire que la correspondance des classes aux fonctions proposi-
tionnelles est uniforme.

Le symbole inverse ¢ fait inversement correspondre une pro-
position & une classe. Il signifie qu’an ferme particulier (un
individu logique) appartient d une classe; soit a une classe!, la
formule : k ¢ o signifie que lindividu % appartient & la elasse a
ou, comme on dit, « estun a » %

Combinons maintenant les deux symboles inverses e et s,
et écrivons, par exemple :

ke(zsox)

Cette propositicn signifie que % apparlient & l'ensemble
des valeurs qui vérifienl la fonction ¢x, et par suite vérifie ¢xz;
autrement dit, que ¢k est vraie. On peut done écrire I'équiva-
lence :

ke(wsoxj=qok

Inversement, il est aisé de voir que I'expression :
x2{zea)
représentant I'ensemble des valeurs de = qui vérifient la propo-
sition « & ¢ @ », représente la classe a elle-méme; on peut done
écrire :
z3({rea)=a

et dire, grosso mado, que les deux symboles x ¢ ot x 2 se détrui-
sent mutuellement?,
indispensable pour traduire en formules les propositions « relatives »,
qui échappaient entierement & la Logique classique.

1. Nous désignerons les classes par les premieres lettres de-Talphabet :
a, b, ¢,... les individus déterminés par les lettres %, I, m, n,... et les indi-
vidus indéterminés (variables) par @, ¥, z.

2, De la vient le choix de la lettre ¢, initiale du mot #szi.

3. L'ordre logique attribué par M. Russell & cessymboles est Pinverse

de celui que leur assigne M. Peano. Celui-ci commence par poser comme
indéfinissable la relation zea, puis il définit la relation inverse 2 en

posant : .
zrelre aj=a.

Mais cela suppose qu'd toute fonction propositionnelle de x correspond
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La correspondance ainsi élablie entre les fonctions propo-
sitionnelles et les classes permet de définir entre les classes des
relations analogues a celles qui existent entre les propositions.
Ce sont d’abord la relation d’inclusion, qui correspond a l'im-
plication : ‘

aob.=:zca.0.2¢ch

« Dire que la classe a est contenue dans la classe 8, c’est, par
définition, dire que « x est un a » implique « z est un & ». »

Et la relation d’égalité, qui correspond a l'équivalence des
propositions :

a=bb.—:%ca.=.2cbh

« Dire que les classes a et b sont égales, c’est dire que les
propositions « z est un a » et « z est un & » sont équivalentes?. »

On a par suite I'équivalence :

a=b.—=.ao0b.boa

entre classes comme entre propositions.

Deux classes égales sont identiques, puisque, en vertu de
I'équivalence précédente, tout élément de l'une appartient a
I'autre, et vice versa. g

On peut définir ensuite la multiplication logique des classes :

anb.=.z:(xca.xch)

« Le produit logique des classes a et & cst Pensemble des z
qui sont & la fois des a et des b. » D'ou, en opérant sur les deux
membres par xe, on tire :

ze(anb).=.zca.xzch

une classe, c'est-a-dire que toute assertion relative &2 x revient a affirmer
que z appartient & une classe déterminée au moins implicitement. Or
c’est 1a une hypothese gratuite (c’était le postulat de la Logique clas-
sique) et qui donne lieu & de graves difficultés. En tout cas, le symbole 3
n’a d’usage réel que lorsque la proposition relative & x n’est pas déja
de la forme z ¢ a.
1. Cette formule est analogue & celle de Paxiome énoncé plus haut :
pr=VYr.0:x33z.=.23 Yz

mais, pour qu’elle lui fat identique, il faudrait, d’abord, qu’on pit rem-
placer la copule o par la copule =j; ensuite, qu'on pit affirmer que

toute fonction propositionnelle est réductible & une assertion de la forme:
xed.
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« Dire que x est un « @ et b », c’est affirmer & la fois que 2
est un ¢ et que 2 est un b. »
De méme, on définit I'addition logique des classes :

avb.=.z2(zea.v.zcbh)

« La somme logique des classes a et b est ’ensemble des x qui
sont, soit des a, soit des b. » D’ou Yon tire :

relavb).=.zea.v.zebh

« Dire que # est un « @ ou & », c’est affirmer que 2 est un a
ou que z est un H ».
De méme, enfin, on définit la négative d'une classe :

ma.=.xz2(x-ca}(

« La négative - @ de la classe « est I'ersemble des & qui ne
sont pas des a. » D’oit 'on tire :

Te-A.—.&-z

« Dire que # est un non-g, ¢’est dire que x n’est pas un «. »
Il importe de distinguer soigneusement les deux relations ¢
et 9, qui, confondues par le langage, ont été longtemps iden-
tifiées par les logiciens ®. Par exemple, dans le syllogisme clas-
sique :
Tout homme est mortel
Socrate est homme
Donc Socrate est mortel
la copule de la majeure est o, mais celle de la mineure et de
la conclusion est e. En effet, o est une relation entre deux
classes, dont la premiére est contenue dans la seconde, tandis
que e est la relation d'un individu 3 une classe dont il fait
partie. Il en résulte que le syllogisme précédent a pour formule :

gob.xea.o0.xsh

tandis qu’un syllogisme ordinaire (entre classes) a la formule :
aob.coa.o.c0b

4. Le symbole - ¢ est la négation du symbole =3 cette négation porte

sur la proposition tout entiére dont ¢ est la copule,
2, Cette distinction est due & M. Peano.



CALCUL DES CLASSES 21

bien distincte de la précédente. Au point de vue du calcul, la
relation ¢ differe de la relation o en ce qu’elle n’est pas (ran-
sitive : de (z ¢ y . y ¢ z) on ne peut pas conclure x ¢ 3, parce
que y est une classe dont 2 est un individu, et que 5 est une
classe dont la classe y est un individu : z est donc une classe de
classes analogues a v, et ne peut (en général) comprendre z
parmi ses éléments.

Ces considérations obligent & distinguer méme une classe
singuliére de Tindividu unique qu'elle contient, de sorte qu’on
he peul pas poser en général : x ¢ a. La classe singuliere
formée du seul ¢1ément @ sera représentée par 1z, « égalax »?,
On définit formellement ce symbole comme suit :

we=ys3(y=ux)

Dou: Yyerx.=.y=x

ce qui montre que la combinaison des deux symboles ¢ et ¢
équivaut au symbole =. On a done toujours : z ¢ 1.

Inversement, si a est une classe singuliere, son élément
unique sera représenté par :a, qu'on peut lire : « le a ». En
résumé, le signe « transforme un individu en une classe singu-
ligre; et le signe inverse s transforme une classe singuliére en
un individu. On a les deux égalités équivalentes :

a =y & =1a.

Nous pouvons maintenant définir Uimplication formelle. Cest
I'espéce d’'implication qui existe entre deux fonclions propo-
sitionnelles contenant les mémes variables, et qui vaut pour
toules les valeurs possibles de ces variables. Une implica-
tion formelle enveloppe done l'affirmation simultanée d'une
multitude d'implications matérielles, dont chacune corres-
pond & une valeur différente des variables : et elle nest vraie
(ue si foutes ces implications sont vraies. Glest donc, & pro-
prement parler, un ensemble d'implications. On obtient une
implication formelle (vraie ou fausse) quand dans une impli-
cation maiérielle on change une constante en variable. Par

1. La lettre « est l'initiale du mot {505,
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exemple, si dans « Socrate est homme implique que Socrate
est mortel » on remplace le terme Socrate par I'indéterminée z,
on trouve : « 2 est homme implique que x est mortel »; et
cette fonction propositionnelle est une implication formelle,
car elle est vraie quel que soit z . Non seulement, en effet, on
peut substituer 2 x n'importe quel homme, mais n'importe quel
autre terme : car si « o est homme » n'est pas vral (pour une
valeur donnée de x), Iimplicalion matérielle correspondante
sera stirement vraie.

Nous venons de montrer, par un exemple, que la variakilité
des variables logiques est en principe illimitée. Nous avons dit,
d’ailleurs, gqu'une implication formelle vaut pour foutes les
valeurs possibles de la variable ®. Si une implication formelle
(pz o Yx) ne valait que pour un certain ensemble de valeurs
de la variable, cet ensemble formerait une classe a, et Ton
devrait écrire I'hypothése xea comme condition de I'impli-
cation précédente; on aurait ainsi :

Tea.0. 9z 0Yr
;

Or, dans cette nouvelle implication formelle, 2 peut prendre
toutes les valeurs possibles, sans aucune restriction. Done
toute implication conditionnelle ou limitée revient en définitive
& une implication illimitée ou inconditionnée.

La formule précédente est le type des théorémes de Mathé-
matiques. En effet, une formule mathématique ne vaut, en

i. En effet, elle équivaut, par définition, & la proposition universelle :
« Tout homme est mortel »; en symboles :

aob.=:zxeca.o.xecd

De cette équivalence se déduit la 2¢ formule du syllogisme. En effet,
cette équivalence contient Fimplication suivante :

agob.o:xsa.0.xeh
qui, grice au principe d'importation, devient la formule en question :
askh.rea.o.xzeh

2. Pour faire ressortir cette condition, M. Peano inscrit la ou les varia-
bles comme indices au signe o : exemple : g o, Yo, Cette notation a en
outre Pavantage de distinguer nettement une implication formelle d’une
implication matérielle.
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général, que lorsque les variables qui y figurent restent dans
un certain domaine de variabilité. Il faut donc énoncer comme
hypothese que les variables appartiennent a tel ou tel en-
semble de valeurs. Par exemple, la propriété commutalive de
la multiplication s'écrira comme suit :

x,yaN.o.x{xy:yxm

« Si z et y sont des nombres entiers (N}, x>Xy=y>a. »
Cette implication est toujours vraie, car si x et y ne sont pas
des nombres entiers, I’hypothese est fausse. Il en est de méme
si, au lieu de « nombre entier », on met « nombre rationnel »,

« nombre réel », « nombre complexe ordinaire» ou « vecteur ».
Mais l'implication ne serait plus vraie si I'on mettait « qua-

ternion ». Cela montre la nécessité d’une hypothese qui limite
le domaine des variables. D'ailleurs, le plus souvent, sans une
telle hypothése la thése n’aurait plus de sens, parce qu'on ne
saurait pas la nature des termes qui y figurent. Dans les
traités de Mathématiques ordinaires, les hypothéses de ce
genre sont énoncées verbalement ou sous-entendues dans le
contexte. Mais une formule n’est logiquement compléte que
lorsqu’elle comprend son hypothése explicitement énoncée en
symboles.

On comprend maintenant la différence entre l'implication
formelle et limplication matérielle. D’abord, celle-1a enve-
loppe une infinité de cas, c'est une proposition universelle
(exemple : Tout homme est mortel), tandis que celle-ci ne
porte que sur un cas parliculier (individuel et isolé). En outre,
les deux membres d’une implication formelle doivent contenir
les mémes variables, c'est-a-dire porter, au moins en partie,
sur le méme sujet; tandis que les deux membres d’une impli-
cation matérielle peuvent étre deux propositions n’ayant aucun
terme commun ni méme aucune analogie. Au point de vue de
la Logique formelle, « César a passé le Rubicon » implique
«Socrate a bu la cigné », et méme : « César est vivant » implique
« 2et 2 font 4 », du moment que la premiere proposition est
fausse ou que la seconde est vraie. Seulement, on est habitué a
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ne considérer que des implications formelles, en raison de
leur intérét seientifique et de leur usage pratique, de sorte que
méme les implications matérielles sont regardées comme des
implications formelles. Par exemple, « Socrate est homme
implique Socrate est mortel »est une implication matérielle.
Mais tout le monde la comprend comme une implication for-
melle, ou du moins comme un cas particulier, un exemple ou
une application de I'implication formelle-: « Si 2 est homme,
x est mortel. » On sent confusément que Vindividualité de
Socrate est indifférente dans cette implication, et gqu'on pour-
rait lui substituer n'importe quel auire homme (et méme, au
point de vue formel, n'importe quel individu). La preuve en
est que I'on peuf affirmer I'implication matérielle : « Socrate
est un triangle implique Socrate est mortel », mais elle choque
parce que l'on entend par 1a implication formelle fausse : « Si
2 est un triangle, x est mortel. »

Enfin I'implication formelle est analogue, et méme en général
équivalente, & la relation d’inclusion entre classes, de sorte
que le Calcul des classes coincide avec le Caleul des fonctions
propositionnelles, landis qu'il ne coincide pas avec le Caleul
des propositions. La confusion illégitimeé de ces deux caleuls
est la source de certains paradoxes que nous n’avons pas a dis-
cuter ici.

M. Peano n’admet, dans son Galeul, que des implications for-
melles, dont les deux membres contiennent des variables.
Cette restriction est possible en Mathématique, oli I'on n'a &
considérer que des implications formelles, et elle a I'avantage
d’éviter radicalement la confusion que nous venons de signa-
ler; mais elle est trop exclusive, car elle bannit de la Logique
P'implication matérielle, qui est, en définitive, I’élément de toule
implication formelie.

Nous avons parlé plus baut des classes singulieres, ¢’est-
d-dire formées d’un seu! individu. Mais nous n’avons pas défini
le nombre un, ni méme I'individu. Selon 'habitude des Mathé-
matiques, on ne définit pas I'individu, mais bien l'identité des
individus. On dira que deux individus % et [ sont identiques, si
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le second appartient a toute classe dont le premier fait partie;
ce qui s’écrit symboliquement *

k=l.=:kea.o,.lca

Il importe de remarquer que 'identité des individus est logi-
quement distincte de 1'égalité des classes, de méme que les
individus % et [ sont distincts des classes singuliéres ok et .
C’est pourquoi nous employons un signe particulier = pour
désigner cette relation. ‘

Voici comment on peut définir la classe nulle (c’est-d-dire
la classe qui ne contient aucun terme). Nous avons dit que
les propositions sont susceptibles de deux valeurs, et de deux
seulement, vrai (V) et faux (5). De méme, les fonctions pro-
positionnelles sont susceptibles de deux valeurs extrémes (et
en général d’une infinité d’aatres), qui sont : toujours vrai (V)
et toujours faux (). 1l importe de ne pas confondre ces deux
sens des symboles V et A; on les distingue aisément, suivant
qu'ils s'appliquent a des propositions. ou a des fonctions
propositionnelles. Cela posé, soit une fonction proposition-
nelle gx qui est toujours fausse : on définira la classe nulle
comme la classe correspondante; symboliquement :

CT==A QO A =T39L

« Si gz est toujours fausse, A estla classe des « qui vérifient
oz, » Cest la classe nulle ou vide, puisque par hypothése
aucune valeur de x ne vérifie g,

1. Dans le second membre de cette formule la copule o suffit, et n’a
pas besoin, comme il semble au premier abord, d’étre remplacée par la
copule =. En effet, puisque :

ke~a.=.k-ca
on a:
kea.o, leai=ik-e-a.0, . l-e-a:=:le-a.o,.ke-a

Or, dans cette dernitre implication, - ¢ est une classe quelconque, on

peut done la remplacer par a, et écrire :
lea.o, . kea

Ainsi de kea .o, .lca on peut déduire la réciproque :

lea.o,.keca
el par conséquent égalité :
kea.=,.lca

Coururar. — Les principes des mathématiques. 3
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Cela posé, pour exprimer qu'une classe aexiste, qu'il existe des
@ ou au moins un a, on dira qu’elle n'est pas nulle, ce qui s’écrit :
a=-=\
On éerit souvent cette proposition sous Ja forme :

qa
«ilya des a », qui est plus commode dans les applications
mathématiques.

La classe nulle jouit de propriétés paradoxales, qui dérivent
de celles de l'implication matérielle. Ainsi, puisqu'une propo-
sition fausse implique toute autre proposition, la classe nulle
est contenue dans toute autre classe, en vertu de l'implication
générale :

eTOYr.0:x39x .0, 3L
ou de I'équivalence analogue :
zea.0.xebi=.a0b

Comment exprimera-t-on, maintenant, gu'une classe n est
singuliére, c'est-a-dire ne contient qu'un' individu {qu’il n’y a
quun a}? On exprimera, d’abord; qu’elle existe (n'est pas
nulle), et ensuite, que si deux individus quelconques lui appar-
tiennent, ils sont identiques. En symboles :

B~ A TEQR . YR Dy y . T=Y

C'est 12, en méme temps, la définition logique du nombre 1,
de méme que la définition de la classe nulle est la définition
logique du nombre 0. Et ces deux définilions sont exemptes
de tout cercle vicieux, car elles n'impliquent que les relations
logiques ¢, o, et les relations d'identité et de diversité entre
individus que nous avons définies ci-dessus. Nous avons exposé
en détail cette définition, parce qu’elle est d'une importance
capitale pour la démonstration de cette thése, que I'Arithmé-
tique repose sur des fondements purement logiques; car cette
thése est bien prés d’étre démontrée guand on l'a établie
pour les deux premiers nombres entiers, 0 et 1 1.

1. Nous devons déclarer, & ce propos, que les explicationg précédentes
annulent les conclusions de notre article Sur une définition logique du
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§ C. — CarLcur peEs RELATIONS!.

Les deux Calculs des propositions et des classes ne suffisent
pas encore a I'analyse logique des Mathémaliques. 1l faut leur
adjoindre le Calcul des relations, qui est beaucoup plus général
et plus important & cet égard que les précédents. Clest la
partie la plus originale et la plus neuve de ceuvre de M. Rus-
sell. En effet, il a été obligé, d’une part, de compléter sur ce
point le symbolisme de M. Peano, et, d’autre part, de réformer
radicalement le symbolisme de Peirce et de Schroder, qui sont
les fondateurs de ce nouveau Calcul. Ces deux auteurs se
placaient au point de vue de I’extension, et considéraient une
relation comme un ensemble de couples. Voici ce que cela
veut dire. Soit une relation binaire (2 deux termes) B, nous
écrirons (avec M. Russell) « zRy » pour exprimer qu’elle
existe entre les individus x et y, c'est-a-dire que x a la rela-
tion R avec y. Supposons qu'elle existe aussi entre u el v,
entre z et w, etc. Nous écrirons : uRv, zRw, ele.

Au lieu de cela, Peirce et Schroder, faisant abstraction de la
relation, la considéraient comme définie uniquement par les
couples (x, y), (u, v), (3, w) entre lesquels elle existe, et la repré-
sentaient simplement par I'ensemble de ces couples, qu’on peut
appeler I'extension de la relation. Or cette méthode donne lieu
a des difficultés logiques. D'abord, deux ou plusieurs relalions

nomére, ap. Revue de Métaphysique, t. VIII, p. 23-36 (janv. 1900). Les
critiques que nous y adressions a la définition de Schréder ne portent
pas contre la définition de MM. Peano et Russell, parce que ceux-ei
emploient un symbolisme logique plus complet et plus rigoureux, et
distinguent nettement I'individu de la classe singuliere qu’il forme. La
définition Yogique des premiers nombres entiers se trouve déja dans
Lemsiz (Gerh. Phil., V11, 225; Opuscules inédits, Pu., VII, B, 1, 47 verso;
ViI, C, 48) sous la forme suivante :

« 8i aest m \ unum !

duo
bestm . . .} Ztria
cestm (... ... quatuor m. »
destm (. . .. ..., .

et a, b, ¢, d sunt
disparata, erunt

1. Russell, op. cit., §§ 21-30; Sur la Logique des relations.
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peuvent avoir méme extension sans &tre identiques, ¢’est-a-dire
sans avoir le méme sens. Mais cela n’est pas un vice rédhi-
bitoire, car dans la Logique des classes on admet que deux
concepts sont équivalents des qu’ils ont la méme extension,
ce qui conduit A égaler enire eux des concepts de compré-
hension différente {par exemple triangle et trilutére). La diffi-
culté la plus grave est celle-ci : les couples par lesquels on
prétend définir la relation ne sont pas des classes, cat ils com-
portent un ordre déterminé : il n'est pas permis, par exemple,
d’intervertir x et y, et d’écrire (y, z} au lieu de {x, y}. Or la
notion d'ordre est elle-méme une relation, ou du moins suppose
une certaine relation entre x et y. Il'y a donc une sorte de cercle
vicieux (philosophique, sinon logique) a définir une relation
par des couples ordonnés 1.

On peut ajouter qu'en Mathématiques, ot I'on étudie cons-
tamment des relations ou des types de relations, il est néces-
saire de représenter chaque relation ou. type de relations
par un symbole spécial facilement maniable et reconnaissable;
cela suffit & assurer une supériorité pralique au symbolisme
de M. Russell, en dehors méme de ses avantages théoriques,
D’ailleurs, méme en Logique, nous avons eu & congidérer diverses
relations, figurées par les symboles =, o, ¢; il est naturel de
généraliser cette notation si commode, et de représenter une
relation queleconque entre deux termes x ety par une lettre
{majuscule) intercalée entre eux.

Dans cette conception wnitaire des relations, une relation
peat servir & définir des classes, au lien d’étre définie par
elles. Toute relation a un sens, de sorte qu’on peut et doit dis-
tinguer son premier terme et son second terme, son anié-
cédent el son conséquent . On appelle domiine d'une relation

i. Selon la remarque de M. RusseLL, cette erreur vient du préjugé
traditionnel, hérité de la Logique classigue, qui considére les relations
des classes comme antérieures aux autres Felations. Cest en verln du
méme préjugé gw'on réduisait tons les jugerments a des jugements de
prédication. Cf. Russenu, 4 eritical exposition of the philosopliy of Letbniz,
§ 10 {Gambridge, 1960).

2. Les mots anglais sont : referent et relutum. On ne peut les traduire
en francais que par les barbarismes : relatant et relaté. Mais dans une
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I’ensemble de ses antécédents. Nous proposons d’appeler codo-
maine de la relation I'ensemble de ses conséquents !, L'en-
semble des antécédenis et des conséquents sera le champ de
la relation : c’est donc la somme logique de son domaine et
de son codomaine.

Un exemple simple fera comprendre ces définitions. Soit la
relation pére : son domaine est 'ensemble des péres, son codo-
maine est I'ensemble des enfants (fils ou filles). On voit immé-
diatement qu’ils ne sont pas égaux. Quant au champ, il est
la somme logique des deux ensembles, c’est-3-dire I'ensemble
des hommes (ici égal au codomaine). La relation mari a pour
domaine 'engemble des hommes mariés, pour codomaine ’en-
semble des femmes mariées, et pour champ l’ensemble des
gens mariés.

Un premier axiome du Calcul des relations est le suivant :
« Si R est une relation, xRy est une proposition pour toutes
les valeurs de 2 et de y ». Bien entendu, cette proposition
peut étre vraie pour certains couples de valeurs et fausse pour
les autres.

Un second axiome est celui-ci : « Toute relation a sa con-
verse ». Cela veut dire que, si la relation R existe entre deux
termes quelconques x et y, il existe entre y et z (pris dans
Pordre inverse) une relation °R, appelée la converse de It; et
que, R étant la méme, °R est toujours la méme. Convertir
une relation, c'est remplacer xRy par yc°Rx. La conversion
s'exprime, en langage symbolique précis, par la formule sui-

vante :
2Ry .= 4. Yy Rz

qui signifie que xRy implique y°Rx, et réciproquement, quels
que soient 2 et y. La conversion ayant pour effet d’intervertir
les antécédents et les conséquents, le domaine de la relation

langue artificielle comme I'Esperanto, on dira fort bien : rilatanto, rilatalo
(ce participe passif serait d'autant. mieux justifié qu’en Esperanio le
verbe rilati peut étre employé comme actif).

1. Parce que le codomaine est, comme on le verra plus loin, le domaine
de la relation converse.
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primitive devient le codomaine de la relation converse, et
inversement.

Un troisiéme axiome est le suivant : « Toute relation a sa
négative, qui est une relation ».” Cela signifie que nier la
relation 2Ry, c’est affirmer une relation xR’y entre les mémes
termes, et que la relation R’ est la méme tant que R reste la
méme. Symboliquement, on a, en représentant la . négalive
de £ par-R:

-(vRy)==z-Ry (1)

Naturellement, la relation négative est convertible comme
la relation positive; et I'on démontre sisément que la converse
de la négative est identique a la négative de la converse.

Les relations sont susceptibles d’une combinaison spéciale
qu'on appelle la multiplication relative. Soient deux relations
quelconques X2, S; si I'on a entre les individus z, %,z les
relations xRy, Sz, on a entre les individus = et z une rela-
tion complexe qu'on représente par £*S ¢t qu'on nomme le
produit velatif de R et de S. Cela implique un axiome, qu’on
formule comme suit :

« Le produit relatif de deux relations est une relation, »

En d'autres termes, s’il y a une relation entre x et 4y et une
autre entre y et z, il y a entre = et 5 une troisieme relation
qui est uniformément déterminée par les detix premiéres.
Celle opération est trés connue et -trés fréquente dans la
pensée la plus vulgaire. Les relations de parenté en offrent
des exemples nombreux et variés. Si x est le fréere de y, et y
le pere de z, 2 est I'oncle de z. Ainsi.la relation oncle est le
produit relatif des relations firére et pére, ce qu’on exprime dans
le langage en disant : « 'oncle est le frere du pére ».

Il importe de remarquer que la multiplication relative n’est
pas commutative comme la multiplication logique : on n’a
pas, en général : R*S=8*R. Par exemple, le pire du frére
n’est pas I'oncle, mais le pére ou le heau-pere®.

1. Nous avens appliqué par avance cet axiome quand nous avens fait
porter le signe de négation sur la copule ¢, €t non sur la proposition tout

entiére (p. 20, note 1}.
2. Nous passons sous silence, comme M. RusseLn, Vaddition relative,
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Les relations peuilent se classer d’apres les propriétés dont
elles jouissent par rapport aux opérations ci-dessus définies.
" Une relation R est dite symétrique, si xRy entraine toujours et
nécessairement yRx, c'est-a-dire si elle est identique & sa
converse (car xRy entraine formellement y°fz). Elle est dite
non-symétrique dans le cas contraire, et asyméirique, si jamais
on n'a & la fois 2Ry et yAz (quels que soient x et y).

Une relation R est dite transilive, si xRy et yRz entrainent
toujours et nécessairement zRz, c'est-d-dire si le produit relatif
de cette relation par elle-méme est identique & cette relation.
Elle est dite non-transitive dans le cas contraire, et infran-
sitive si Ry et yRz excluent xRz (c'est-a-dire si ces trois rela-
tions ne coexistent jamais ').

Pour illustrer ces définitions par des exemples, I'égalité
(mathématique ou logique) est une relation symétrique (a=5.
0. b=nqa) et transilive (a=b.b=c.o. a=c); les relations
plus grand que, plus petit que sont asymétriques et transitives;
la relation d’implication (o) est non symétrique (a o & n’en-
traine ni n’exclut b o a) et transitive (en vertu du principe du
syllogisme : a2 6. b0 ¢c. 0. aoc); enfinla relation d’'appar-
tenance & une classe (:) est asymétrique et non transitive,
comme nous l'avons vu.

Une relation est uniforme, quand & chaque antécédent cor-
respond un conséquent, et un seul. Sa converse est uniforme,
quand & chaque conséquent correspond un antécédent, et un
seul. Nous dirons alors que la relation primitive est couniforme.
Enfin elle est doublement uniforme (biuniforme), quand elle est
uniforme ainsi que sa converse. Ces trois cas sont désignés en
anglais par les épithates claires et commodes : many-one,
one-many, one-one, qui signifient respectivement que la corres-
pondance a lieu entre plusieurs antécédents et un conséquent 2

considérée par Peirce et.Schréder, qui n’a aucune utilité logique ou
philosophique, et qui sert seulement de contre-partie a la multiplication
au point de vue de la « dualité ». C’est une fausse fenétre pour la symétrie.

i. RUSSELL, 0p. cié., p. 248. !
9. Car le méme conséquent peut correspondre & plusieurs antécé-

dents.
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entre un antécédent et plusieurs conséquents, entre un anté-
cédent et un conséquent.

H importe de citer la formule qui traduit la premiére de
ces définitions, parce qu'elle montre que celles-ci nimpli-
quent pas 'idée du nombre 1, mais seulement la relation
d’identité entre individus :

Relation uniforme = Rel ~» R s (xRy. 2Rz . 0,. y = 3)

« Une relation uniforme est une relation R telle que =Ry
et xRz impliquent, quel que soit x, que v esl identique & 3. »

Les relations sont susceptibles de relations et d’opérations
analogues & celles du Caleul des propositions et des classes.
Il convient d'abord de définir Vinclusion et I'égalité de deux
relations.

Une relation &, est contenue dans une relation f2, lorsque,
toutes les fois qu’elle a lieu entre deux termes quelconques
et y, la relation R, a lieu entre les mémes termes, ce qui
s’éerit :

RioR,.=:aRy.o.,.xRy

Comme on voit, dire que la premiere est contenue dans la
seconde, c’est dire qu'elle 'implique ‘ou Pentraine (exactement
comme pour les propositions, et contrairement au préjugé
courant qui considére la conséquence comme contenue dans
sa prémisse}.

Deux relations Ry, R, sont égales lorsqu’elles sont contenues
réciproquement I'une dans Pautre, ce qui s’éerit :

Ry=1H,.=.RoR,.RoR

C'est la méme définition que pour les propositions.

Cela posé, on pent définir 1'addition et la multiplication
logiques pour les relations. La somme logique de deux rela-
tions R, R, est la relation qui existe entre deux termes quel-
conques z, y, dés qu'il existe entre eux I'une au moins des
relations &,, R,; ce qui 8'écrit :

e (BeR)y. =:2By.v.xly
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Le produit logique de deux relations R,, R, est la relation
qui existe entre deux termes quelconques z, y, dés que les
deux relations susdites existent & la fois entre eux; ce qui
s'éerit : '

@ (RoBy)y.=:zRy .~ . 2Ry

Bien entendu, il faut se garder de confondre le produit
logique de deux relations avec leur produit relatif.

On définit d’une maniére analogue la somme et le produil
logiques, non-plus de deux relations, mais des relations de
toute une classe : ces nouvelles définitions sont nécessaires,
parce que les précédentes ne pourraient s'étendre (par induc-
tion complate) qu'a une classe finie de relations, tandis que
les nouvelles valent pour une classe quelcongue, infinie aussi
bien que finie. .

On est obligé de postuler, par des axiomes spéciaux, V'exis-
tence de la somme et du produit logiques ainsi définis pour
toute une classe de relations.

Ces principes établis, on peut démontrer les deux théoremes
suivants : '

1° Le produit relatif d’une relation uniforme et de sa converse
est une relation transitive et symétrique;

90 Réciproque du précédent : Toute relation transitive et symeé-
trique non nulle peut étre considérée comme le produit relatif
d'une relation uniforme et de sa converse; autrement dit, peut
étre analysée en deux relations uniformes de méme espece
et de méme sens qui unissent ses deux termes & un méme
troisiéme. Cette réciproque est trés importante : elle constitue
le principe d’abstraction, dont on verra la portée dans la théorie
du nombre *. )

Citons enfin un axiome important. Entre deux individus
donnés il existe une relation singuliére qui n’existe pas entre
deux autres individus quelconques. Cet axiome est évident au
point de vue de I’extension, puisque le couple considéré suffit,
a ce point de-vue, a définir une relation distincle de toutes

1. Voir chap. 1, p. 49.



34& PRINCIPES DE LA LOGIQUE

les autres. Au point de vue de la compréhension, on peut dire
que, si 'on considere I’ensemble de toutes les relations qui
existent entre les deux individus donnés, ce méme ensemble
n’existe entre aucun autre couple d'individus; autrement dit,
si un couple a toutes les relations d'un autre couple, ces deux
couples sont identiques, ce qui s'éerit :

oy, . op. 2Ry, 10ty =a,. Y, =1,

Cet axiome est pour ainsi dire le principe .des indiscer-
nables appliqué aux relations,

On en déduit plusieurs propositions remarquables. D'abord,
élant données deux classes o et & .mon nulles, il y a une
relation R qui existe entre chaque élément de a et chaque
élément de 6, mais qui n’existe entre aucun autre couple
d’éléments. Ensuite, étant donnée une classe @, il y a une
relation e; qui consiste & appartenir & la classe a (c'est la
relation e restreinte au domaine «). Enfin, on peut toujours
trouver une relation dont le domaine:scit une partie du
domaine d'une autre relation, et qui soit équivalente a celle-ci
dans ce domaine partiel (soit £ la relation donnée, o une classe
contenue dans le domaine de R : il existe une relation R, qui
coincide avec 2 pour tous les éléments. de a, et pour eux seu-
lement)t,

§ D. — METRODOLOGIE.

Tels sont les éléments de la Logique en général, et en par-
ticulier de la Logique des Mathématiques, car ils suffisent a
fonder toutes les Mathématiques pures. Il reste & indiquer
comment on les emploie pour constituer une théorie déductive
et formelle, c’est-a-dire & exposer (sommairement) la méthode
logique des Mathématiques. 1l ne s’agit ici, bien entendu, que
de la méthode de démonstration, par laquelle on vérifie
Venchainement des idées et des propositions, et non de la
méthode d'invention (s'il en existe une), par laquelle on

i

{. RusserL, Swr la Logique des relations.
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découvre des propositions nouvelles!. C’est donc méconnaitre
ou déplacer la question que d’opposer & la Logistique une
prétendue Logique de Vinvention qui n’aurait aucune régle
précise, si ce n'est de prendre le contre-pied de la vraie
Logique démonstrative.

La méthode logique consiste dans un double processus de
réduction : réduction des notions les unes aux autres, par la
définition; réduction des propositions les unes aux autres, par
la démonsiration. Démontrer une proposition, c'est la déduire
de certaines autres, admises ou données comme vraies, au
moyen des seuls principes de la Logique, ou, au point de vue
formel, par des transformations permises par les régles du
Calcul logique. Presque tous les principes formels de la Logique
peuvent servir de régle ou de type & un mode de raisonne-
ment. Tels sont, non seulement le principe du syllogisme,
mais le principe de simplification, le principe de composition,
le principe de contraposition, le principe d’importation et
d’exportation et les formules du raisonnement hypothétique
(modus ponens, modus tollens) qui, on I'a vu, en dérivent. il
'y a pas d'autre mode de démonstration valable en Mathéma-
tique que ceux qui sont valables en Logique *. Tout autre pro-
¢édé de raisonnement est aujourd’hui considéré comme illé-
gitime, au moins comme moyen de démonstration, et ne peut
servir tout au plus que de moyen d’invention °.

1. DescarTes et Leisniz ont prétendu donner des méthodes d’invention,
cest-a-dire des procédés réguliers et srs pour trouver des vérités nou-
velles. Mais ces méthodes, qui visaient toujours a résoudre des problemes
définis et déterminés, se réduisaient, au fond, & I'Algébre et & la Logis-
tique, c'est-a-dire a la Logique démonstrative que nous exposons ici.

2. On verra plus loin ce quil faut penser du principe d’induction com-
pléte, considéré comme le type du raisonnement mathématique.

3. Si c’est ainsi qu'on entend distinguer la Logique de I'invention de la
Logique démonstrative, nous n’avons rien & y redire. De tout temps
Pintuition et méme l'expérience ont servi 3 découvrir des vérités mathé-
matiques (exemple, la quadrature de la parabole découverte par Archi-
mede au moyen de la balance); mais jamais ces procédés empiriques
ront passé pour des démonstrations mathématiques, ni n’en ont tenu
lieu. Cf. M. Bocrer, The fundamental conceptions and methods of mathe-
matics (§ VIII : Eléments non déductifs en mathématiques), ap. Bulletin
of the American Mathematical Society, t. XI, p. 115-13% (déc. 1904). .
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En revanche, il y a certains modes de raisonnement que des
mathématiciens ingénieux et sublils ont employés, et qu'igno-
rait la Logique classique. Tel est, par exemple, le mode de
raisonnement employé par Eucuie (livre IX, prop. 12) et par
d’autres mathématiciens, qu'on peut traduire par la formule
suivante :

-pop.o.p

« 8i Ia négative d’une proposition impligue cette proposition
méme, celle-ci est vraie * ». (Vest 1a un mode de raisonnement
tout & fait paradoxal, que seule la Logistique explique et
justifie 2,

Définir une notion, c'est la réduire a une combinaison
logique d’antres notions, supposées connues. Au point de vue
formel, une définition consiste dans une égalité logique établie
entre un terme simple (le défini) et un terme complexe (le dé/inss-
sant). Cette égalité n’est pas affirmée comme proposition, elle
n'est ni vraie ni fausse; elle est posée comme convention
d’éeriture et de langage, Et comme le défini n'a, par hypothese,
pas d'autre sens que le définissant, il peul étre considéré
comme un simple nom donné au définissant pour en abréger
P'énoncé. Cest en ce sens qu'on peut dire que toute définition
mathématique est nominale; cela signifie, non pas que les
concepls mathémaliques se réduisent & des noms {ee qui est la
thése nominaliste), mais qu’ils peuvent tous se définir d’une
maniére logique et explicite « en fonction » de quelques
notions premiéres, et par suile étre considérés comme des
noms imposés a telles et telles combinaisons de ces notions.
L'égalité logique du défini et du définissant permet de les
substituer partout T'un & T'autre, soit que, pour « expliquer »
le défini, c'est-a-dire en développer et en expliciter le conlenu

L. G. Yawaty, Di un'opera dimenticata del P. Girolamo Saccheri (Logica
demonstrative, 1697), ap. Rivista filosofica, sept.-oct. 1903; Sur une classe
de raisonnements par Vabsurde, ap. Revue de Méiaphysique, nov. 1904,

2. En effet, limplication - pop équivant & lalternative p v p, Sest-d-
dire simplement & p. D'aiilenrs, puisque le faux implique le vrai, et rncn
inversement, - p ne peut étre que fausse, et p vraie.
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et pour en démontrer les propriétés, on lui subslitue le défi-
nissant; soit, au contraire, que pour s’élever & des notions ou
propositions plus complexeson éprouve le besoin de condenser
Pexpression du définissant, auquel cas on lui substitoe le
défini. Tel est le fondement de cette grande régle de la
méthode malhémaltique, qu'on peut et qu'on doit substituer le
définissant au défini, et réciproquement.

Par la définition et la démonsiration, on réduit toutes les
notions d’'une théorie mathématique & quelques notions indé-
finissables, et toutes ses propositions 3 quelques propositions
indémontrables. T1 ne faut attacher aucun sens absolu a ces
épithetes d’indéfinissable et d’indémontrable : une notion n’est
indéfinissable, une proposition n’est indémontrable que par
rapport & un certain systeme de définitions et & un certain
ordre de démonstrations; dans un autre systéme ou dans un
autre ordre, les mémes notions pourront étre définies, et les
mémes propositions pourront étre démontrées. Il ne faut done
pas non plus attribuer un sens absolu (épistémologique) aux
expressions équivalentes de « notion premiére » et de « pro-
position premiere ».

Au point de vue formel, comme les notions premiéres ne sont
pas définies, leur sems n’est pas déterminé, et n’intervient
nullement dans l’enchatnement déductif des propositions, car
celui-ci dépend uniquement des propositions premieres et des
définitions explicitement formulées. On peut done considérer
les notions premieres comme de purs symboles, dont le sens
est indéterminé et indifférent, et qui sont seulement assujettis
A vérifier les propositions premisres. On congoit done qu'une
méme théorie déductive formelle puisse recevoir plusieurs
applications matériellement différentes, si I'on peut trouver
pour U'ensemble des symboles non définis plusieurs interpré-
tations qui vérifient également P'ensemble des propositions
non démontrées. Cetle possibilité de trouver diverses inlerpré-
tations pour une seule et méme théorie déductive n’est pas
seulement « économique » dans les applications scientifiques
(puisqu’elle dispense de refaire les mémes déductions pour
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plusieurs ordres d’objets 1}, mais elle est précieuse au point de
vue legique, car, comme on va le voir; elle permet de découvrir
et de démontrer certaines propriétés formelles de la théorie
considérée,

1l y a évidemment avanlage & ce.que, dans une théorie
déductive, 'ensemble des propositions premisres soit irréduc-
tible, c’est-b-dire & ce qu'aucune d’elles ne puisse se déduire
des autres; autrement il y aurait une sorle de pléonasme ou
de superfluité dans le systéme des propositions premiéres,
puisqu’on pourrait en supprimer une et la reléguer au rang
de théoréme. Or, si une proposition premisre est dépendante
des autres, sa négative sera logiquement incompatible avee
celles-ci (c’est méme un moyen fréquemment employé pour
démontrer cette dépendancej. Donc, si Uon. peut montrer que
la négative d’'une proposition premiére est compatible avee
toutes les autres, on aura établi que cetle proposition est
indépendante des aulres. Ainsi se justifie la régle suivante
pour vérifier Virréductibilits d’'un systéme de propositions :

Pour qu’un systéme de proposilions soit irréductible, il fant
et il suffit que, pour chacune d’elles, on puisse trouver une
interprétation des symboles non définis qui vérifie toutes les
autres, mais ron eclie-1a.

C'est par cette méthode que les mathématiciens vérifient
Tirréductibilité d’un systéme d’axiomes ou de postulats; nous
en verrons de nombreux exemples dans la suite de cet
ouvrage.

D’antre part, il y a un intérét manifests & ce qué 'ensemble
des symboles non définis soit, lui aussi, irréductible, ¢’est-a-
dire gqu’aucun d’enx ne puisse se définir au moyen des autres.
Or, si Fun d’eux pouvait se définir au moyen des autres, son
sens serait déterminé dés qu'on aurait fixé le sens de tous les
auatres, et par suite on ne pourrait le changer qu’en changeant
Pinterprétation de ceux-ci 2. Done, réciproquement, si Pon peut

1. On sait que c'est le cas pour beaucoup de théories mathématiques
de la Physique.
2. Bien entendu, cela implique que 'ensemble des symboles est soumis
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changer le sens d’un seul symbole sans changer linterpré-
tation des autres, ce symbole sera indépendant des autres.
Ainsi se justifie la régle suivante pour vérifier I'irréductibilité
d’un ensemble de symboles non définis :

Pour qu’un systeme de symboles non définis soit irréductible
(par rapport & un sysleéme de propositions premiéres), il fant
et il suffit que, pour chaque symbole non défini, on puisse
trouver une interprétation du systeme qui vérifie le systeme
des propositions premiéres, et qui continue a le vérifier quand
on y change le sens du seul symbole considéré 1.

Toute définition s’effectue an moyen de termes généraux,
au moins virtuellement et en principe, de sorte que le défini
est toujours un terme général, une classe. Or, pour pouvoir
ensuite raisonner sur cette classe el en invoquer les pro-
priétés, il faut pouvoir affirmer qu’il existe des individus de
cette classe, c'est-a-dire que .cette classe n'est pas nulle
(que les conditions qui la définissent ne sont pas absurdes,
c'est-d-dire logiquement incompatibles), C'est pourquoi toute
définition doit étre accompagnée d’un théoréme d'existence (ou
d'un postulat d’existence) qui affirme l'existence de l'ohjet
défini. D’autre part, il arrive souvent que ce qu’on veut définir
n'est pas une classe, mais un individa. Pour pouvoir parler
plus tard de cet individu (en mettant l'article défini devant le
concept en question), il faut préalablement avoir démontré
que la classe définie, non seulement existe, mais est singu-
liére (ne contient qu'un individu); c’est ce qu’on fail, généra-
lement, en prouvant que, si deux individus vérifient la défi-
nition, ils sont identiques ®. On dit alors qu’on a établi Pexistence
et l'unicité de I'objet défini.

Une définition n'est pas, & proprement parler, une proposi-

4 un ensemble de propositions premigres qu’ils vérifient, et qui par suite
établissent des relations entre leurs sens, ¢’est-a-dire entre les notions
qu'ils représentent.

1. A. Papoa, Essai d'une théorie algébrique des nombres entiers, précédé
d'une inlroduction logique & une théorie déductive quelconque, ap. Biblio-
théque du 1° Congrés de Philosophie,'t. 1T (Paris, A. Colin, 1901).

2. Cf. la définition de la classe singuliére (p. 26).
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tion ; car elle n’est ni vraie ni faunsse. C'est une convention de
langage {ou d’écriture), une imposition de nom qu'on ne
peut discuter qu’au peint de vue de l'usage ou de la commo-
dité. Une définition ne doift donc pas &tre considérée comme
un principe, ni comme une source de vérité. — A cela on a
objecté qu’une définition peut élre une source de vérité, en tant
qu’elle exprime la construction d’un concept; elle résnlte d'une
combinaison intellectuelle, d’une synthése originale; elle enve-
loppe donc un jugement synthétique, qui affirme la légitimité
du coneept construit!. —I! y ala une confusion que les explica-
tions précédentes permettent de dissiper. La construction d'un
concept n'est pas, par elle-méme, un jugement, et ne peut
done pas étre, directement, une source de vérité; et en effet,
comme le remarquait Leibniz, si le concept est ‘contradictoire,
on pourra démontrer & son sujet des propositions contradic:
toires. II faut d’abord pouvoir affirmer lexistence logique
du concept défini; c'est cette affirmation, et non la définition,
qui sera source de vérité. Ce n’est donc jamais la définition
qui est responsable de ses conséquences {si méme Von peut
dire qu'elle ait des conséquences), mais bien le jugement
d’existence qui laccompagne et gui la justifie 2

Les définitions dont nous avons parlé jusqu’ici sont les défi-
nitions nominales ou mieux explicites, On emploie souvent
en Mathématique des modes de définition gu'on pourrait
appeler implicites, parce que la nolion & définir, au lieu d’étre
dégagée et isolée dans un membre d'une égalité logigue, se
trouve impliquée dans des combinaisons d’idées. L'un de ces
modes est ce qu'én a appelé la définition par postulats. 1l
consiste & définir un ensemble de potions {qu'on ne peut pas
définir séparément} en énongant un ensemble de postulats
quelles vérifient. Mais c'est précisément le cas de toutes les

1. G. Lecmauas, ap. Annales de philosophie chrétienne, 3¢ série, t. VI,
p. 9 (avril 1908).

2. Aux philosophes (particulierement aux Kanliens) qui seraient tentés
de considérer les définitions comme des jugements synthétigues pouvant
servir de principes, nous recommanderons la remarque frappante de
M. Fregg, citée p. 41, note {. '
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notions indéfinissables : et il y a quelque contradiction, au
moins verbale, & dire qu’on les définit par les postulats. Ge
n’est pasla une vraie définition, puisque cela suppose 'absence
d’une définition (formelle et explicite). Ce qu’il faut dire, c’est
qu’un ensemble de postulats détermine le sens des symboles
non définis qui y figurent. Et encore, il ne le détermine que
dans une certaine mesure : car, nous 'avons déja dit, un méme
sysléme de postulats peut étre vérifié par plusieurs interpré-
tations assignées aux symboles non définis. 1l en est de la
Logique comme de 'Alggbre : un systéme de postulats est
analogue & un systéme d’équations entre plusieurs inconnues;
il pent déterminer 1a valeur de ces inconnues, et encore, d’une
maniére équivoque, s’il admet plusieurs solutions (voire une
infinité) ; mais il peut aussi les laisser plus on moins indéter-
minées. Pour savoir si vraiment il détermine les inconnues,
c’est-a-dire le sens des symboles non définis, il faudrait pou-
voir le résoudre par rapport & ces symboles, c’est-a-dire en
extraire leur valeur ou leur expression en fonction des termes
connus : mais alors on aurait la définition explicite de chacun
d’eux. Ainsi une définition par postulats ne peat étre consi-
dérée que comme provisoire, et doit étre finalement remplacée
par un ensemble de définitions explicites; elle constitue un
probléme dont celles-ci forment lasolution *.

Dans le cas ot un ensemble de postulats ne contient qu’une
seule notion premiére, il est facile d’en exlraire la définilion
explicite de celle-ci : il suffit de dire que cetle notion est telle
qu’elle vérifie cet ensemble de postulats (ce quis’énonce for-
mellement au moyen du symbole =).2. Mais il faut ensuite

1. Ainsi s'explique qu'on 2it pu dire de certains axiomes qu’ils sont
des définitions déguisées ou des parties de définitions. Mais il ne faut
jamais oublier Ja dislinction absolue des définitions et des prineipes.
Citons & ce propos une remarque de M. G. FuecE : Si les axiomes pou-
vaient rentrer dans les définitions, argument ontologique serait justifié
on pourrait dire que Dieu existe par définition (Ueber die Grundlagen der
Geomelrie, ap. Jahresbericht der deutschen Malhematiker-Vereinigung,t. X1,
p. 3713 1903). -

2. Cest, nous le verrons, ce qui a lieu pour la définition de la gran-
deur.

CouturaT. — Les principes des mathématiques. ' &
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démontrer 'existence et Vunieité de cette notion, comme pour
toute autre définition explicite.

Une autre espiee de définition implicite est la définition par
abstraction. Elle s'applique toujours & une fonction (mathé-
matique ou logique), et consiste & dire dans quels cas ¢ette
fonction est égale a elle-méme {pour des valeurs différentes de
la variable), c’est-a-dire &4 quelle condition on a Végalilé
formelle :

FE=9Y

¢ ¢tant la fonction & définir. La notion de la fonction ¢ se
dégage en quelque sorte par abstraction de la considération
des divers ecas qui correspondent & une méme valeur. Ce
procédé de définition est trés fréquemment employé en Mathé-
matique : toutes les fois, par exemple, que, pour définir une
espéce de grandeurs, on indique les conditions d’égalité de
deux grandeurs da cette espéce *. Mais une telle définition est
évidemment fort imparfaite, et doit étre remplacée, autant que
possible, par une définition explicite. Or la Logique des rela-
tions fournit le moyen de transformer une définition par
abstraction en une définition explicite. Une définition par
absiraction a la forme suivante :

B, Y. DIPBT|GY T,y RY

« Quels que soient les individus x, y d'une certaine classe «,
Pégalité g x=¢y équivaut & une certaine relation R entre
zeby. »

Or la relation R est symétrique el transitive par hypothése,
sans quoi elle ne pourrait pas servir & définir une égalité {qui
jouit des mémes propriétés formelles). Done, en verlu du
principe d’abstraction, il existe une relation uniforme S entre
chacun des individus z, y et un méme terme z, de telle sorte

que : )
zhy.—.z8z.y83

1. Voir C. Bursli-Foru, Sur Végalité et sur Pintroduction des éléments
dérivés dans la science, ap. L'Enseignement mathématique, t. 1, p. 246-261
{1899).
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Cest ce terme z qui est désigné par ¢ x, ¢y, ete., et qui est
la « propriété commune » & x, i, ete. On peut le définir comme
le conséquent de la relation S, et définir la fonction ¢ au
moyen de la relation S. Ainsi les définitions par abstraction
proviennent simplement d'une insuffisante analyse logique, et
disparaissent devant la Logique des relations.

"En résumé, les seules définitions véritables sont les défi-
nitions nominales et explicites; les définitions implicites ne
sont que provisoires, et doivent se ramener a celles-la.



CHAPITRE I[I

L’IDEE DE NOMBRE

(’est devenu aujourd’hui un lieu commun, parmi les mathé-
maticiens, de soutenir que I'Analyse peut étre constituée uni-
quement et entiérement avec la seule idée de nombre, et méme
de nombre entier. Teile est, semble-t-il, la conclusion philoso-
phique de tout ce travail de reconstruction de la science qui
s’est effectué depuis trente ou quarante ans sous l'influence de
Weierstrass et de son école. Qu'un tel travail ait été utile, et
méme nécessaire, pour donner aux fondements de I'Analyse la
rigueur et la clarté absolues qui leur faisaient défaunt, personne
ne songe a le contester; ce serait d’ailleurs, de la part des
logiciens, une véritable ingratitude, car c’est cetle refonte de
la Mathématique pure qui 2 permis de découvrir qu’elle repose
sur des prineipes logiques, et non sur l'intuition. Seulement il
faut se défier de tout exclusivisme : or, en ramenant toute la
Msathématique pure & 'unique donnée du nombre, on restreint
arbitrairement la portée de la méthode mathématique. En
outre, on méconnait 'existence de théories d’un caractére
mathématique indéniable, qui ne reposent nullement sur l'idée
de nombre. Sans parler de la théorie des ensembles, qui reléve
de la Logique au moins autant que des Mathématiques, mais
qui, en tout cas, est devenue la base indispensable de la théorie
des fonctions, la théorie des substitutions et des groupes
constitue un corps de doctrine ot le nombre ne joue qu’'un
réle accessoire, et dont I'objet essentiel esi I'idée d'ordret. Il

i. Voir les Notes 1 et II, 2 la fin du volume.
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faut donc admettre au moins ees deux idées, celle de nombre et
celle d’ordre, comme objets de la Mathématique pure, et cela,
sans prétendre aucunement borner son domaine & ces deux
objets. Quoi qu’il en soit, nous avons d’abord & définir ces
deux idées en termes de Logique, ou plus exactement, en
fonction des constantes logiques que nous connaissons déja.

On sait que I'idée de nombre se présente sous une double
forme, le nombre cardinal et le nombre ordinal; certains
mathématiciens ont cru pouvoir soutenir que, de ces deux
formes, c’est le nombre ordinal qui est antérieur & Pautre, qu'il
est méme le seul primitif et a priori. Telle n’est pas I'opinion
de M. Russell, ni la nétre, et nous en donnerons bientdt les
raisons. Dans tous les cas, il y a un intérét philosophique
manifeste & séparer, si possible, I'idée de nombre de I'idée
d’ordre, et par suite & définir le nombre cardinal avant le
nombre ordinal, et indépendamment de lui.

Il y a plus: les nombres cardinaux eux-mémes peuvent élre
présentés et définis de deux maniéres différentes : on peut les
concevoir comme indépendants et isolés les uns des autres, ou
les construire successivement par 'addition répétée de I'unité
& elle-méme; dans ce dernier cas, ils forment ce qu’on appelle
la suite naturelle des nombres. Nous désignerons la premiere
conception sous le nom de théorie cardinale, par opposition a
la seconde, qui mérite le nom de théorie ordinale. Et, toujours
pour la méme raison, nous exposerons la théorie cardinale
avant la théorie ordinale; on verra d’ailleurs que ces deux
théories, loin de se remplacer ou de se contrarier, se comple-
tent I'une Pautre : la seconde repose sur la premiere, ce qui
confirmera notre thése de I'indépendance de I'idée de nombre
(cardinal) par rapport & I'idée d’ordre.

§ A. — THEORIE CARDINALE.

Beaucoup de philosophes croient pouvoir définir le nombre
cardinal par l'opération du dénombrement. Il est aisé de voir
qu'ils commettent un cercle vicieux. En effet, qu'est-ce que
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dénombrer une collection d’objets? C'est faire correspondre ces
objets, un & un, aux nombres entiers suceessifs (considérés
alors comme de simples numéros d’ordre) depuis 4 jusqu'a n.
On dit alors que le nombre des objets comptés est n. Pourquoi?
Parce que n est le nombre cardinal des nombres entiers consé-
cutifs depuis 1 jusqu'a n inclusivement. Mais cela suppose,
d’abord, la notion de nombre cardinal, ensuite, I'ordre assigné
a la « suite naturelle des nombres ». ‘Ainsi tout essai de-défi-
nition de ce genre implique la notion & définir, et, qui plus
ast, la compligue inutilement en Iui associant une idée d’ordre *.
A plus forte raison sont vaines toutes les théories psycho-
logiques quiinvoquent de vagues « synthéses » mentales, et qui
consistent en définitive & dire, par exemple, que la notion de
diz est engendrée par dix actes d’attention successifs; le cercle
vicieux est encore plus flagrant. 11 ne faut donc pas faire
dépendre I’idée de nombre de I'acte du dénombrement, non
seulement parce qu’il la présuppose, mais encore parce que le
dénombrement suppose qu’'une classe peut étre « bien ordon-
née », ce qui n’est peut-étre pas vrai de toute classe; et enfin
parce que le dénombrement ne donne un résultat que pour les
classes finies, alors qu'il y a des classes infinjes, et par suite
des nombres cardinaux infinis®.

Ces considérations mettent toutefois sur la voie de la défini-
tion logique du nombre cardinal. Bt d’abord, il importe de
remarquer que le nombre eardinal est la propriété d'une classe
considérée comme un tout, comme un objet, et non pas des
objets individuels qui la composent. Quand on dit des apbtres
qu'ils sont douze, on ne peut pas en conclure que chacun des
apotres pris individunellement est dousze®. Clest 1a un truisme,
mais il est de grande conséquence, comme on le verra ‘. On
est ainsi amené a rechercher quelle est cette propriété d'une

i. Russcuy, The Principles of Mathematics, § 129. Gi. notre ouvrage De
Ulnfini mathématique, 2° partie, livee I, chep. n.

2, RusSELL, op. cit., p. 114,

5. Peano, Revue de Mathématiques, t. V1, p. 97,

$. Cest la distinction que les Scolastiques faisaient déja entre le sens
distributif et le sens collzcfif d’un concept.
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classe qui fait qu'elle a tel nombre, et par suite dans quel cas
ou dans quelles conditions deux classes auront le méme nombre,
c'est-a-dire & définir le nombre cardinal par absiraction.

Deux classes ont le, méme nombre, lorsqu’on peut établir
entre leurs éléments une correspondance univoque et réciproque,
autrement dit, une relation biuniforme, ou, comme nous dirons
pour abréger, lorsqu'elles sont équivalentest. Cette définition
est, comme on voit, purement logique. Il ne faut pas croire
qu'elle implique 'idée du nombre un?: en effet, la relation
biuniforme se définit uniquement au moyen de la relation
d’identité entre individus *, Seulement cette définition a besoin
d'une légére modification pour embrasser le cas de la classe
nulle: car, toute relation supposant des termes, on ne sait pas
ce qu'est une relation biuniforme entre deux classes nulles. On
dira done: « Deux classes a et & ont le méme nombre, lorsqu’il
existe une relation biuniforme dont le domaine comprend a,
et telle que la classe des corrélatifs des termes de @ soit iden-
tique & b ». Cette définition équivaut a la précédente, si les
classes ne sont pas nulles; et si elles sont nulles, chacune d’elles
est contenue dans le domaine (et dans le codomaine) d’une
relation biuniforme quelconque, de sorte qu’elles sont corré-
latives. Il en résulte que deux classes nulles ont le méme
nombre, qu'on appellera 0 (z¢ro). Ainsi le zéro arithmétique
se trouve défini au moyen du zéro logique.

De méme, deux classes singuliéres ont le méme nombre,
qu'on appellera 1 (un). Encore une fois, il ne faut pas croire
que celte délinition du nomébre un conslitue un cercle vicieus,
car la définition de la classe singuliére repose uniquement sur
la relation d’identité *. Dailleurs, s'il est vrai qu'elle implique
en un sens 'unité on plutdt lindividualité de 'élément consi-

1. Le mot correspondant en anglais est similar; mais il ne faut pas le
traduire par semblable, qui correspond & like. Le mot correspondant en
allemand est gleichzahlig; par sa composilion, il semble impliquer un
cercle vicieux, mais il ne I'implique pas en réalité. Cf. Freee, Grundlagen
der Arithmetik, § 68 (188%).

2. Comme nous Pavons soutenu (De PInfini mathématique, loc. cit.).

3. Yoir p. 32.
4. Voir p. 26.
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déré, cetie unité ne peut &tre identique au nombre un qu’il
s'agit de définir : car celte unité est une propriété de chaque
¢lément, tandis que le nombre un est la propriété d’une classe.
La différence de ces deux idées apparait encors mieux quand
on a b considérer une classe comme élément d’une autre
classe; car alors la méme classe a, comme classe, un nombre
cardinal (qui peut étre 1 ou un autre nombre), el, comme
élément, Vespéce d’unité que possede tout élément. Si ces deux
idées n’étaient pas distinctes, toutes les classes auraient le
nombre 1 (en tant qu'élémenls possibles), ou bien on ne
pourrait pas concevoir des classes de classes, ¢'est-a-dire consi-
dérer a son tour une classe comme un élément {comme une
« unité »). Done, dans tous les cas, les unités qui constituent
un nombre cardinal sont différentes du nombre un.

Cette définition par abstraction est parfaiternent logique; mais
elie posséde un grave défaut, commun & toutes les définitions
par abstraction : elle ne montre pas l'existence et I'unicité de
Fobjet défini. En cffet, elle définit le nombre cardinal eomme
la propriété commune aux classes équivalentes. Orrien n'assure,
d’une part, que ces classes ont une propriété commune, et,
d'autre part, gu’elles n'ont qu’une propriété commune. Tout ce
qua’on peut dire, c'est que la définition permet de répartir toutes
Jes classes possibles en classes de classes caractérisées par le
fait que toutes les classes d’une classe « ont le méme nombre »,
cette expression signifiant simplement qu'elles sont équiva-
lentes. En effet, la relation d’équivalence est symétrique et
transitive : si deux classes A et B sont équivalentes 4 une méme
classe G, elles sont équivalentes entre elles. Par suite, et plus
généralement, si deux classes A et B sont équivalentes, les
concepts « classe équivalente & A » et « classe équivalente & B»
auront la méme extension, ¢’est-a-dire détermineront la méme
classe de classes!. On a ainsi les deux propositions réeiproques
suivantes: Deux classes de laméme classe ont le méme nombre ;
deux classes qui ont le méme nombre appartiennent & la méme

1. Frece, op. cit., § 3.
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classe (d'ol, par contraposition : deux classes appartenant a
des classes différentes ont des nombres différents). Il y a donc
une correspondance biuniforme entre les nombres cardinaux et
les classes de classes. Mais alors, il existe tout au moins une
entité, et une entité unique qui correspond a chaque nombre
.cardinal : et c'est précisément la classe des classes qui sont
dites avoir ce nombre. On peut donc considérer cette classe de
classes comme représentant le nombre cardinal correspondant.

C'est d'ailleurs la conclusion & laguelle on est conduit par le
principe d’abstraction, qui n’est'pas un axiome ou un postulat,
mais un théoréme de la Logique des relations, énoncé et
démontré par M. Russert . On établit d’abord-que, si S est une
relation uniforme, la relation # = S« est syméirique et
transitive *. Le principe d’abstraction est la réciproque de ce
théoréme : Si R est une relation symétrique et transitive3, il
existe une relation uniforme S telle que 2 = S§+¢S. Autrement
dit, s'il existe entre deux objets quelconques d’une certaine
classe une relation symétrique et transitive, cette relation peut
étre ramenée & une méme relation uniforme que ces objets ont
avec un méme. terme. Ge principe est d’une application trés
fréquente en Mathématique, toutes les fois qu'on emploie une
définition par abstraction. Il a pour eftet de ramener toute
relation symétrique et transitive & une espéce d’égalité (c’est-
a-dire d’identité). L'égalité * est elle-méme une relation symé-
trique et transitive; c’est pourquoi on peut y ramener et on y
raméne en effet toutes les.relations de la méme forme. Par
exemple, deux vecteurs paralléles, de méme longueur et de
méme sens, sont dits équipollents (BeLraviTis); I'équipollence
est une espece d'égalité. De méme, deux segments (deux surfaces,
deux solides) congruents sont dits dgaux (en grandeur) et

1. Op. cit., p. 166, 220; Sur la Logique des relations, P. 6. 2.

2. Rappelons que, par définition, la relation S » ¢S est celle qui existe entre
x et y, dés qu'on a: %S5 et ySz (=z°Sy).

3. Non nulle, c'est-a-dire exisiant entrc quelques termes.

4. Logique ou mathématique, ¢’est tout un, car, comme M. Frecg l'a
excellemment montré, Végalité mathématique n’est pas autre chose que
Pégalité logique, c’est-a-dire l'identité (op. cit., § 65).
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considérés comme ayant la méme longueur (la méme aire, le
méme volume). De méme en Géométrie projective : deux droites
paralléles {relation symétrique et transitive) sont dites avoir la
méme direction, ou encore avoir en commun un point & I'infini.
De méme en Physique : deux corps qui se font équilibre dans
une balance sont dits avoir le méme poids; deux corps en équi-
libre thermique sont dits avoir la méme température; deux

. corps en équilibre électrique sont dits étre au méme potentiel;
et ainsi de suite. On voit en quoi consiste dans chaque cas
Pabstraction : toute relation symétrique et transitive entre des
objets d’une certaine espéce peut servir a les répartir en classes
telles que cette relation existe entre deux éléments quelconques
d'une méme classe, et n’existe pas entre deux éléments
quelconques de classes différentes. On dit vulgairement que les
éléments d’une méme classe ont une propriété commune, c’est-
a-dire un attribut qui est le méme pour tous, et qui caractérise
la classe. Mais, quel que soit cet attribut, et qu’il existe ou non,
le fait seul d'appartenir & la méme classe eonstitue une
propriété identique de lous ses éléments, qui suffit & les carac-
tériser, de sorte que la classe elle-méme peut étre considérée
comme l'attribut commun de ses membres; elle le représente
et peut au besoin en tenir lien *.

Si Uon applique le principe d’abstraction aux classes équiva-
lenies, on pourra et devra définir le nombre cardinal comme
une classe de classes équivalentes : autant il v aura de classes
de classes équivalentes, autant il y aora de nombres cardi-
naux. Au premier abord, cetle définition choque le sens com-
mun : un nombre cardinal n’est pas, semble-t-il, une classe de
elasses équivalentes, mais la propriété commune a ces classes.
Mais d’abord, en Logistique, une classe quelconque représente
la « propriété commune » & tous ses éléments. En eifet, chaque
concept figure dans le calcul logique par son extension, qui est
une classe; et inversement, chaque classe correspond {ou peut
correspondre} & un concept qui est Iattribut commun de ses

1. Le principe d’abstraction n’a donc pas pour résultat d’effectuer I'ab-
straction, mais au contraire d’en dispenser et de la remplacer.
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éléments. Par exemple, le terme homme (soit k) ne représente
pas dans le calcul logique P'attribut de I'humanité, mais la
classe des hommes . Lorsqu’on dit : z<h ( est un homme), cela
signifie exactement, non pas que x possede la qualité d’étre
homme, mais que & fait partie, comme individu, de la classe
homme (ce qui est équivalent). 11 n’est certes pas interdit de
penser en compréhension les concepts et leurs relations, mais
ils n’entrent dans les formules que par leur extension, et ce
sont leurs relations d'extension qui servent de base au calcul
logique. On comprend donc qu'un nombre cardinal ne soit
représenté dans ce calcul, comme tous les aulres concepts,
que par son extension, c'est-a-dire par la classe des classes
qui possédent ce nombre cardinal. D’ailleurs, cette maniére
de voir n’est pas si contraire gu’on le eroit au sens commun
et méme & l'usage. Le nombre deuz, c'est 1'idée de couple; le
nombre trois, ¢'est I'idée de irio, et ainsi de suite. Or qu’est-ce
que couple, trio, etc., sinon des noms communs de certaines
especes de classes? Ne dit-on pas, méme couramment : « un
cent, un mille », comme si cent, mille étaient des noms géné-
riques d’objets? En tout cas, cette maniére de considérer les
nombres cardinaux est la plus simple et la plus commode
pour les faire entrer dans le calcul logique 2; et cela se com-
prend, puisque, comme nous venons de Pexpliquer, les con-
cepts n’y figurent que par leur extension. On est obligé d’y
employer une tournure dont voici un exemple familier :

apotre ¢ 12,

cCest-a-dire : la classe des apotres est une des classes qui ont
pour nombre 12, ou, comme on dit vulgairement, est une
douzaine 3. On voit par 1a que cette facon de penser, quoique

1. Que Yon appelle aussi Vhumanité. Cest la un exemple des équi-
vogques dont fourmillent les langues naturelles, et que seule une langue
artificielle peut éviter (PEsperanto dit homeco dans le premier sens, et
homaro dans le second).

2. Cest ce dont nous nous sommes convaincu par la lecture du
mémoire de M. Wuireseap : On cardinal numbers, ap. American Jouraal
of Mathematics, t. XXIV (1902).

3. On remarquera que cette fagon de s’exprimer, loin de préter a équi-
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peu usuelle, n'a rien de paradoxal ni surtout d'illogique *.

On remarquera que cette définition des nombres cardinaux
définit chacun d'eux indépendamment de tous les autres, et ne
leur assigne aucun ordre ni aucune relation. C'est seulement
lorsqu’on aura défini I'inégalité des nombres, c'est-a-dire la
relation plus grand que ou plus petit que, que 'on pourra les
ranger par ordre de grandeur. D’autre part, on ne pourra pas
dire que deux nombres sont égauz : deux nombres qui ne
sont pas différents sont identiques ; seules, les collections aux-
quelles ils correspondent peuvent étre dites égales (numéri-
quement), précisément parce qu'elles onl 7z méme nombre.
Quand on parle de « nombres égaux », on considére en réalité
le méme nombre, soit représenté sous des formes diverses
(exemple : 78 et 12), soit incarné dans des collections
différentes. Ainsi I'égalité mathématique se rameéne, en der-
niére analyse, a I'égalité logique, c'est-a~dire a Uidentité d’un
concept.

Montrons briévement qu'on peut définir aussi les opéra-
tions arithmétiques sans faire intervenir I'idée d’ordre. L'ad-
dition arithmétique se définit au moyen de 1'addition logique :
la somme arithmétique de deux nombres cardinaux « et B8
{correspondant & deux classes a et &) est le nombre cardinal
de la somme logique des classes a et b, & la condition que ces
deux classes soient disjointes {n’aient aucun élément commun}?,
Cette définition s’étend sans difficulté au cas d’'un nombre
quelconque de classes disjointes, lors méme que ce nombre

voque, permet de dissiper les sophismes du genre de celui auquel nous
avens fait allusion plus haut; en effet, de « Pierre ¢ apotre »; ot « apétre ¢
12 », on ne peut déduire : « Pierre ¢ 12 », puisque la copule = n'est pas
transitive. Le sophisme en question n’est possible que par la confusi®n
verbale des deux copules et o (traduites toutes deux dans le langage par
le verbe étre).

1. Gelte théorie, suivant laquelle le nombre cardinal d’une classe u
serait I'ensemble des classes équivalentes & w, est en somme celle que
M. Frece a soutenue dés 1884 dans ses Grundlagen der Arithmetik,
M. RussewL y est arrivé d'une manidre indépendante {op. eit., p. VI, V11I),
en pariant des travaux de M. Peaxo, ce qui constitue une rencontre fort
intéressante.

2. Ce qui se traduit par P'égalité logique : ab= .
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serait infini. Puisque 1'addition logique n'implique aucun ordre
entre les « sommandes », il en sera de méme de l'addition
arithmétique : la loi commutative est établie par cette simple
remarque, et n'a donc pas besoin de démonstration. La diffé-
rence méme de 'addition logique (pour laquelle a +a=a)
et de I’addition arithmétique (pour laquelie o 4 v==2 «) montre
que celle-ci repose sur celle-la. En effet, si 'on peut ajouter
un nombre 5 lui-méme, c'est en’ I'incarnant dans deux collec-
tions différentes (et disjointes) qui ont ce méme nombre. Autre-
ment, on aurait beau répéter le nombre «, on n’obtiendrait
jamais, en I'ajoutant logiquementé lui-méme,-que le nombre «*.

Pour la multiplication, que I'on définit d’habitude par rapport
a l'addition (comme l’addition de n nombres égaux & m),
M. WHITEEEAD en a trouvé une définition purement logique qui
est indépendante a la fois de 'idée d’addition et de I'idée
d’ordre ®. Soit k une classe de classes disjointes et non nulles;
on appelle classe multiplicative des k la classe des classes for-
mées en empruntant un élément, et un seul, a chacune des
classes k2. Le rib‘mbxje cardinal de la classe multiplicative est,
par définition, le prdd'uiLdes nombres cardinaux des classes k.
Pour éclaireir et justifier cette définition, supposons que la
classe k comprenne deux classes seulement, I'une de m, autre
de n éléments. La classe multiplicative eomprend, comme élé-
ments, toutes les combinaisons possibles d’'un élément de la 4
et d'un élément de 1a 2°; or on sait que ces combinaisons sont
au nombre de mn (car chaque élément de la 2° donne lieu & m
combinaisons avec les m éléments de la 17, donc les » éléments
de la 2° donnent lien & mn combinaisons en tout). Cette défi-

1. Cette remarque a été faite par Leisniz (Gerh. Phil., V1i, 230, 237,
246). Cf. La Logique de Leibnisz, p. 365.

2. On cardinal numbers, ap. American Jowrnal of Mathematics, t. XX1V
(1902).

3. Cela suppose que, ¢tant donnée une classe de classes non nulles,
on peut extraire de chacune d’elles un élément pour en composer une
classe nouvelle. Or M. ResseLL nous apprend que cette proposition n'a
pas encore recu de démonstration en Logistique. M. Zerweno a dd la
postuler pour démontrer que tout ensemble peut gtie bien ordonné (Math.
Annalen, t. 59). .
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nition a ceci de remarquable, qu'elle n’implique aucun ordre
entre les facteurs (aucune distinction de multiplicande et de
multiplicateur), de sorte que la loi commutative est évidente, et
n’a pas besoin de démonstration®. En outre, elle g’applique a
un nombre quelconque de facleurs, lors méme que ce nombre
serait infini. Enfin elle s'applique également au cas ol un ou
plusieurs facteurs, ou méme tous, sont des nombres infinis. Elle
est donc absolument générale pour tous les nombres cardinaus
{(nombres essentiellement entiers). Dailleurs, toutes les défi-
nitions préeédentes sont également valables pour les nombres
finis et infinis, par cela méme qu’elles sont indépendantes de
l'idée d’ordre; et jusqu'ici, nous n’avons pas eu l'oceasion ni
méme le moyen de distinguer les nombres finis et les nombres
infinis.

§ B. — THEORIE ORDINALE.

S

Il en va tout autrement dans la théorie ordinale, o Pon
considére les nombres entiers comme consécutifs, et ou on les
définit par leur succeszsion méme : cette définition ne vaut que
pour les nombres finis, et sert 4 les distinguer des nombres
infinis. Voici comment M. Prano l'expose dans son Formu-
laire® : Cest ce qu'on appelle une définition par postulats.

On prend trois notions indéfinissables, représentées par les
symboles 0 (zéro), N {nombre entier) et « seq » (le suivant de).
Ces trois notions sont hétérogénes: 0 est un individu, N est
une classe, et « seq » est une fonction. On pose en outre
cing axiomes ou postulats, qui sont les suivants ? :

1. D'ailleurs, on déduit de cette définition le théoréme suivant : « Soit K
une classe de a classes disjointes, dont ehacune comprend & éléments;
la somme logique des classes K a pour nombre cardinal le produit
@><b (tel qu'il a été défini précédemment) (WuirEnean, op. cit., prop.
7. 3). On retrouve ainsi la définition vulgaire (non symétrique} du produit
de deux nombres entiers. .

2. Cf G. Peaxo, Arithmetices principia nova methods exposila (Turin,
Bocea, 1889) ; Sw! concetto di numero, ap. Rivista di Matematica, t. 1{1891);
Avitmetica generale e Algebra elementare (Turin, Paravia, 1902).

3. Dans tout eet ouvrage, les axiomes ou postulats de chaque théorie
seront numérotés en chiffres romains.
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I.LO«N

« Zéro est un nombre entier. »

Il.aeN.o.seqa-=0

« Zéro n’est le suivant d’aucun nombre entier. »

Hl.aeN.o.seqaeN

« Le suivant d’un entier est un entier, »

[V.a,beN.seqa::se(]b.b.a:[)

« Deux nombres entiers sont égaux, si leurs suivanls le
sont. »

V.seGls .0es:2eNnrs.or.seques:o.Nos

« Si s est une classe telle qu’elle contient 0, et que, si elle
contient un nombre entier x, elle contient aussi le suivant
de x, alors elle contient tous les nombres entiers. »

Ce dernier axiome est connu sous le nom de principe d'in-
duction compléte. Comme le fait de posséder une propriété
équivaut, en Logique, au fait d’appartenir & une classe, ce
principe s’énonce souvent comme suit : « Sile nombre 0 pos-
séde une certaine propriété, et si, dés qu'un nombre entier
la posséde, le suivant la possede aussi, tous les nombres
entiers la possédent. » Ou bien; le fait de vérifier une propo-
sition équivalant au fait d'appartenir a une classe, on dit
encore : « Si une proposition est vraie pour zéro, et si, des
qu’'elle est vraie pour n, elle est encore vraie pour n -1, elle
est vraie pour tous les nombres entiers ».

Il importe de remarquer que I'indépendance mutuelle de ces
cinq axiomes a été démontrée par MM. Peano et Panoa, de
sorte qu'ils sont tous nécessaires (étant donné le systéme des
notions premiéres). Bt d’autre part, ils sont suffisants pour
fonder toute IArithmétique. C'est en ce sens qu'on peut
dire qu’ils définissent complatement les nombres entiers
finis. ,

On peut simplifier encore les principes de Arithmétique .
En effet, si le systéme de postulats proposé par M. Puano est
irréductible, le systéme des notions premiéres qui lui corres-

1. Papoa, Théorie des nombres entiers absolus, ap. Revue de Mathéma-
tiques, t. VIII, p. 45-54 (1902).
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pond n’est pas irréductible : on peut déduire des postulats
Pégalité suivanle, qui peut servir de définition 2 0 :

O:i%NnéZ":’[-E[Nf‘?]9<seq?/=$)]€

« Zéro est le nombre entier qui ne succéde & aucun !. » Ainsi
Ton peut définir zéro au moyen des deux autres notions pre-
miéres, « N » et « seq ». Gela a suggéré & M. Papoa un systéme
plus simple, qui ne comporte que dewr notions premiéres
{« N » et « seq »} et guatre propositions premigres, que voici :

d.aeN.o.geqaced

« Le suivant d’'un nombre est un nombre. »

II.a,beN.seqa—=seqb.o.a=6

« Deux nombres dont les suivants sont égaux sont égaux. »

L gNnrws[-gNays(seqy=x)]
« 1l y a (au moins} un nombre qui n'est le suivant d’aucun
nombre. »

Pour simplifier 'énoncé du 4¢ postulat, on pose la définition
suivante :

Nizms[g{l\‘mys(seqy:x:)] Df

« On appeliera N, Ia classe des nombres qui sont les suivants
de quelque nombre. »

Moyennant cette définition, la formule da 3¢ postulat se
simplifie, et se réduit & :

L g N=N,

Cela posé, on pent formuler le 4° postulat comme suit :

IV.ge~N=N,:wes.o0,.seqres:o.Nos

« 8i dans une classe s il ¥y a un nombre quin’est le suivant
d’aucun nombre, et si le suivant de chaque s est un s, tout
nombre est un s. »

Telle est la nouvelle forme du principe d’induction. Ces

1. Traduction littérate : « Zéro est le nombre entier x tel qu'il n’y a pas
de nombre entier y tel que le suivant de ¥ soit « ». Cetle proposition
résuite principalement de ancien postulat 11 :

acN.o.seqa-=0
« Le suivant d’uueun nombre n'est zéro. »
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postulats une fois admis, on peut démontrer qu’il n'y a qu'un
seul nombre qui ne soit le suivant d’aucun, c’est-a-dire que
si deux nombres possédent cette propriété, ils sont égaux
(identiques) : ’
a,beN=N,.0.a=1b
On peul alors appeler zéro ce nombre unique, c’est-a-dire
poser la définition (avec ) : '

0=31(N=N,)

qui est I’égalité énoncée plus haut, sous une forme différente
due a l'introduction du symbole N,. On peut démontrer deés
lors toutes les propriétés de zéro, & commencer par celles-ci :

0ecN, aeN.o.seqa==0

qui faisaient partie des anciens postulats, et déduire ceux-ci
des nouveaux postulats, ce qui établit I'équivalence des deux
systemes de postulats.

On peut enfin prouver que le nouveau systéme de postulals
est irréduclible, comme I'ancien, et que le nouveau systéme de
notions premiéres (N, seq) est irréductible par rapport au
nouveau systéme de postulats; ce qui constitue la perfection
logique d’un systéme de principes.

Ce perfectionnement des principes de I’Arithmétique n'a pas,
toutefois, une importance aussi capitale qu'on pourrait le
croire; il 'aurait, assurément, si 'on n’avait pas d’autre moyen
de fonder I'Arithmétique que de l'asseoir sur quelques notions
premiéres et quelques postulats; il ne I’a plus, si P'on peut
déduire I'un ou l'autre systéme de postulats d'une définition
explicite du nombre entier, comme I'a montré M. Russell; car
alors, ni les notions premiéres ne sont vraiment indéfinissables,
ni les propositions premigres ne sont indémontrables, et par
suite il n'importe plus autant que leur nombre soit réduit au
minimum.

Or cette définition par postulats, suffisante au point de vuae
mathématique, n’est pas irréprochable au point de vue logique.
En effet, comme.la définition par abstraction, elle n’assure

Couturar. — Les principes des mathématiques. 5
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ni lexistence ni l'unicité de I'cbjet défini {a savoir la suite
naturelle des nombres). C’est surtout l'unicité qui ne parait
pas évidente. M. Pgano lui-méme remarque qu’il n'y aurait
rien & changer si 'on remplacait 0 par 1 : N désignerait alors
la suite naturelle des nombres A partir de 1, et non plus &
partir de 0. On pourrait de méme remplacer 0 par un nombre
queleonque; tous les axiomes continueraient a étre vérifiés,
et par suite toutes les propositions de I'Arithmétique. On
aurait done une infinité de « suites naturelles » indiscernables,
et jouissant des mémes propriétés formelles.

A cela M. RusseLy répond fort justement : si toutes ces suites
naturelles jouissent des mémes propriétés formelles, elles sont
indiscernables et n'en font réellement qu'une; ear qu’importe
que le premier nombre s’appelle 0 ou {, du moment que les
symboles 0 et 1 sont indéfinissables? La remarque de M. PEAKO
péche en ce qu'elle suppose le sens réel de O et de 4, alors
que ce sens est postérieur & la définition discutée. Néanmoins,
elle subsiste tant qu'on prétend définir lés trois notions pre-
mieres (0, N et seq) au moyen des cing axiomes. Car il peut
y avoir une infinité d’entités différentes qui vérifient ces cing
axiomes, et par suite une infinité de sens possibles pour les
trois symboles 0, N et seq. Pour mettre fin & cette ambiguité,
il suffit de définir d’'une manidre univoque ces trois symboles,
et alors tous les nombres de la suite naturelle seront, eux
aussi, définis d’une maniére univoque. C'est ce que lon
obtient en posant les définitions suivantes :

1° « 0 est le nombre cardinal de la classe nulle (définie en
Logique) »:

2° « 1 est le nombre eardinal des classes singuliéres (définies
en Logique} »;

3° « Le suivant d'un nombre » est le nombre n-1{,
somme arithmétique de n et de 4 » ("addition arithmétique a
été définie en fonction de 1'addition logique);

4° « N désigne la classe des nombres entiers finis, ¢’est-a-dire
des nombres qui appartiennent & toute classe s qui contient 0,
et qui contient (n+ 1) dés qu’elle contient %. »
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Ces définitions fixent, comme on voit, le sens & attribuer
aux trois symboles indéfinissables, et cela en termes purement
logiques. Dés lors, la définition du nombre entier cesse d'étre
suspendue & trois notions « premiéres » indépendantes des
constantes logiques; elle se réduit & une définition nominale
qui ne contient pas d’autres notions indéfinissables que les
constantes logiques. Par 1a est achevé le rattachement de
I’Arithmétique & la Logique, sans adjonction d'aucune notion
premiére nouvelle.

On peut simplifier encore ces définitions!. D'abord, si I'on
admet la conception de Freet et de RUSSELL, suivant laquelle un
nombre cardinal est une classe de classes, la 1* définition
pourra s’écrire simplement :

0=

« Zéro est la classe qui comprend la seule classe nulle®. »

La 2¢ définition peut étre supprimée, car elle peut se
déduire de la 3¢, qui est générale. Celle-ci s’écrira, suivant la
méme conception :

neN.o.n4+-1 =Clshrus(u-=A:xeu.o,.u-12en).

« n étant un nombre entier fini, n -4 1 est la classe des
classes u telles que, si x est un élément d’une classe u (non
nulle), la classe des v non égaux & # a le nombre n ». Clest
une définition par récurrence de tous les nombres entiers finis :
elle revient a dire qu’une classe a le nombre n 4+ 1, quand
celte classe, diminuée de 'élément x qu'elle contient, a le
nombre n. Elle équivaut a la définition progressive de (n + 1)
comme somme arithmétique de n et de 1.

Si 'on applique cette définition au nombre 1, en faisant
n == 0, on obtient la formule :

1=Clsruz{u-=p:xcu.0,.u-txec0).

1. WRITEHEAD, mémoire cité, Section III (due & M. RusseLL).

2. Nous avons parlé précédemment des classes nulles au pluriel, et dit
qu'elles Sont égales. Or des classes égales sont identiques. Rigoureuse-
ment, nous aurions di dire qwil n’y a qu’une classe nulle, mais qu’elle
peut étre Pexiension de plusieurs concepts différents en compréhension.
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v-1xel.—=.u-1p=Ap .=.uo01x
UL .= YeU.0y . Y=2
TEU.OpIYeU.Dy YE=EQ ! . Z=10eU.YeU. 0y . Y=2

La définition de 1 devient donc finalement :
1=Clsruz{u-=j:2cu.ycu.o,,.y=—u.

« 1 est la classe (I> nombre cardinal) des classes u {non
nulles) telles que, si @ et y sont des éléments de u, ils sont
nécessairement identiques. »

On retrouve ainsi la définition logique dunombre 4 que nous
avons donnée dans le Chapitre I {p. 26}, déduite de la défini-
tion générale de (n =~ 1) en fonction de n. I} en résulte que 4
est le suivant de 0 dans la suite naturelle. On définirait de
méme 2 comme (1 -+ 1) on suivant de 1; 3 comme {2+ 1) ou
suivant de 2; et ainsi de suite.

On remarquera, en passant, 'avantage de la conception
Frege-Russell au point de vue du caleul logique. Au lien
d’avoir & introduire une fonction nouvelle « Num » (rombre
cardinal des} comme fait M. PEaxo!, on exprime simplement la
relation d’une classe 4 son nombre cardinal au moyen du signe
général de I'appartenance d'un individu & une classe (¢).

Une fois ces définitions posées, on peut démontrer logique-
ment (sans aueun recours Pintuoition) toutes les propriétés
des nombres entiers finis, el notamment les cing postulats de
PEsx0, ou les quatre de Papoa, d'od ces propriélés se dédui-
sent. En particulier, la loi d’induction est contenue dans la
définition méme du nombre entier fini (4° définilion}, et en
résulte immédiatement® On démontre par exemple que zéro

1. Peavo, Sul concetlo di numers, ap. Revue de Malhématiques,t. I, p. 258
(1801); Formulaire de Mathémaliques, 1983, §§ 20 et 36. :

2, M. Depekino (Was sind und was sollen die Zaklen, 1887)a cra démon-
trer la lot d’induction, mais en admettant que les nombres forment une
chaine, c’est-d-dire une suile douée des proprietés de la suite naturelle
{e’est ce que nous appellerons plus loin, avec M. RusseLL, une progression).
M. J. Kevser a montré que cette assomption est une pétition de principe

{Concerning the axviom of infinity aad mathemalical induction; ap. Bul-
lelin of the American Mathematical Sociely, t. IX, p. 4%, 1903). 1l semble
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ne peut étre le suivant d'aucun nombre entier (d’ou 'on con-
clut que la suite naturelle n’est pas périodique ou fermée); que
le suivant d’'un nombre est toujours différent de ce nombre
(d’oit’on conclut que lasuite naturelle est illimitée ou sans fin);
que le nombre des nombres entiersde 0 & n est le suivant de n,
c’est-a-dire (n + 1), d’onr il résulte que n estle nombre cardinal
des nombres entiers de 4 & n'.

Les définitions précédentes relient la théorie ordinale du
nombre & la théorie cardinale. Ainsi ces deux théories ne se
contredisent nullement, et ne font pas non plus double emploi;
elles ont des significations bien différentes, et aussi des exten-
sions trés inégales. La seconde présuppose la premiére : celle-ci
définit le nombre cardinal en général, (ous les nombres car-
dinaux possibles; landis que la seconde définit, dans cet
ensemble, une certaine classe, & savoir les nombres finis, et
donne le moyen de les définir et de les construire progressive-
‘ment (par 'addition répétée de 1); par 1a méme, elle leur assi-
gne un ordre. Mais, il importe de le remarquer, cette subor-
dination réfute ipso facto les théories suivant lesquelles le
nombre ordinal serait antérieur au nombre cardinal : les nom-
bres seraient définis tout d’abord par leur rang, comme de
simples numéros d'ordre, et n’acquerraient leur signification
cardinale que par leur application au dénombrement des classes
concretes®.

§ G. -— LEsS NOMBRES INFINIS.

La conséquence la plus importante de la distinction de ces
deux définitions est la possibilité des nombres cardinaux infinis.

gu'on en puisse dire autant de la démonstration que M. FreGe a pro-
posée de la méme loi !Begriffsschrift, prop. 81, 1819, et Grundlagen der
Arithmetik, § 80, 1884), car elle repose sur une définition spéciale de « la
succession dans une suite ».

1. Cf. Feece, Grundlagen die Arithmetik, §§ 82-83 (1884). 1l convient de
rappeler que c’est sur cette propriélé que repose Topération du dénom-
brement. On voit qu'elle est loin d’étre primitive.

2. Telles sont les théories de Hermuorrz, de Kroxecser et de M. DEbeKIND,
que nous avons exposées et critiquées dans De UInfini mathématique,
2¢ partie, liv. I, ch. 1 et 1.
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En effet, par cela méme que la définition ordinale est subor-
donnée a la définition cardinale, elle ne définit qu'une partic
des nombres cardinaux, & savoir ceux qu’on peut obtenir en
partant de O par I'addition répétée de 1. Rien ne permet d’af-
firmer qu’on obtient ainsi fous les nombres cardinaux; on se
borne a en ranger quelques-uns en une suite linéaire, et &
distinguer les éléments de cette suite dans'ensemble des nom-
bres cardinaux. Tous les arguments dirigés contre les nombres
infinis consistent & supposer qu'ils font partie de cette « suite
naturelle des nombres », et qu'ils peuvent étre obtenus par
Paddition répétée de 1; c’est-a-dire & imposer a tous les nom-
bres cardinaux les conditions qui définissent seulement les
nombres finis, et & confondre les deux définitions du nombre
que nous venons d’exposer.

Il faut bien remarquer, & ce propos, que le principe d’in~
duction est un élément essentiel de la seconde définition, et que
par suite il caractérise les nombres finis, de sorte que tous
les raisonnements fondés sur ce principe ne valent gque pour
les nombres finis. Ceite conséquence est contraire & I'opinion
de M. PoiNcarg, qui, considérant le raisonnement par induc-
tion compléte {ou par récurrence) comme « le raisonnement
mathématique par excellence », a cru y voir I'intervention de
P'idée d’infini, parce gu'un tel raisonnement enveloppe « une
infinité de syllogismes », et par suile un principe synthétique
«irréductible au principe de contradiction! ». Le raisonnement
par induction n'est pas le procédé général de la déduction
mathématique, puisqu’il ne s’applique que dans DPArithmé-
tique des nombres finis; il n”’enveloppe pas une infinité de syllo-
gismes, car au contraire il permet de démontrer une proposi-
tion pour tous les nombres entiers finis sans qu'on ait a Ia

1. H. Pomcank, Sur la nature du raisonnement mathématique, ap. Revue
de Métaphysique, t. 11, p. 374; La science et Phypothése, p. 19 sqq. Cette
remaryue a été déja faite par M. Buraur-Forrt (Le classi finite, p. 3, note §,
ap. Aili della R, Accademia delle Scienze di Torino, t. XXXIi, 18 nov. 1896;
et memoire cité du Congrés de Philosoplie), Auparavant, M. Frece avait
déja déduit Ja loi d’induction de principes purement. logiques (Begriffs-

sehrift, 1879) et établi que les lois de PArithmélique sont analvtiques (Die
Grundlagen der Avithmetik, 1884).
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démontrer séparément pour chacun d’eux; enfin le principe
Jd’induction n’est pas ua jugement synthétique, puisqu’il fait
partie de la définition des nombres finis, et en exprime une
propriété essentielle et caractéristique.

11 est néanmoins facile d’expliquer qu'on ait pu y voir en
quelque sorte la définition de V’infini : c’est que, ¢’une part, ce
principe, servant a caractériser les nombres finis, sert ainsi &
définir indirectement les nombres infinis; et que, d’autre part,
en définissant la suite naturelle des nombres, il définit par la
méme une collection infinie d'objets!, Ainsi s’expliquent tous
les paradoxes du nombre infini : le nombre des nombres finis
est un nombre infini®. Par la méme, il échappe aux prises du
principe d’induction, qui ne vaut que pour les nombres finis.
Encore une fois, ¢'est lui qui permet de démontrer les propriétés
générales des nombres finis, malgré leur infinité; les négateurs
delinfini supposent au conlraire qu’'on ne peut traiter les nom-
bres finis que un a un et successivement, comme sileur ensemble
ne pouvait étre connu et appréhendé que par une énuméra-
tion compléte. C'est la d’ailleurs une propriété de tous les con-
cepls généraux, qu'ils permettent de traiter & la fois tous les
objets qui font partie de leur extension, ces objets fussent-ils
en nombre infini. Un concept peut en effet avoir une compréhen-
sion finie et une extension infinie, et c'est ainsi que nous pou-
vons penser des ensembles infinis ®. Certains arguments contre
Pinfini semblent méconnaitre cette vérité, et impliquer qu'un
concept qui représente une infinité d'objets doit envelopper
une infinité de caractéres, ce qui le rendrait évidemment impen-

1. On voit par la & quelle contradiction se condamnent ceux qui nient
le nombre infini en invoquant le principe d’induction, qui implique pré-
cisement Pinfinité de la suite naturelle.

2, Ce paradoxe ressort du rapprochement des deux propositions sui-
vantes (WHITEHEAD, op. cit., prop. 2.42, 2.43) :

« nombre fini ¢ 0, », « @y ¢ nombre infini»,
qui n’ont, bien entendu, rien de contradictoire.
3. C’est dans ce sens seulement que le principe d’induction « enve-

ioppe Pinfini »; il n’y a donc la rien qui puisse infirmer son caractere
logique et analytigue.
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sable dans sa totalité. M. Russerr distingue nettement deux
sortes de régression a l'infini, I'une légitime , celle qui implique
une infinité d'objets ou de conditions extrinséques; I'autre,
illégitime, celle qui ferait dépendre le sens d’une proposilion
d’'une infinité d’éléments, et qui exigerait, par suite, que l'on
pensét simultanément une infinité d’idées'. On peut dire, en
gros, que ces deux infinis sont relalifs, le premier a4 l'exten-
sion, le second & la compréhension. L’infini de compréhen-
sion seul est impensable, mais non l'infini d’extension, du
moment qu’il correspond & un concept de compréhension finie.
Contester la possibilité de ce fait, serait simplement nier
I'existence et la valeur des concepts généraux, qui lous peuvent
s'appliquer & une infinité d’objets. Ce serait méconnaitre ce
fait, qu'une classe peut étre déterminée par un concept, et
n’est pas nécessairement donnée par 'énumération de ses élé-
ments®. Au surplus, une classe ne peut pas étre définic (ni
congue primitivement; comme Ja somme logique de ses élé-
ments, pas plus qu’un nombre ne doit étre concu comme la
somme de ses unités; car, de méme que l'addition arithmé-
tique présuppose l'idée de nombre et porte sur des nombres,
l'addition logique présuppose 'idée de elasse et porte sur des
classes déja formées®.

Nous venons d’obtenir une définition en quelque sorte néga-
tive de Uinfini, au moyen du principe d’induction eomplate qui
caractérise les nombres finis. On sait qu’il y a une autre deéfi-
nition de U'intini, plus positive, qui consiste a dire : Une classe
(ou ensemble} est infinie quand elle est équivalente & une partie
intégranle d'elle-méme *, Cette définition (qui est celle de Georg
Caxtor] peut étre considérée comme cardinalz, par opposition
& la précédente, qui est ordinale. Or on ne peut pas admettre
deux définitions différentes de l'infini; il faut en adopter une,

1. RusseLL, ap. cit., §§ 55 et 99,

2. Ib., op. cit., § 12.

3. lo., op. cit., chap. xv.

4. On appelle partie intégrante une parlie non égale au tout. En parti-
culier, on gbtient une parlie intégrante d’une classe en retranchant i celle-ci
un de ses éléments.
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et démontrer l'autre, ou la postuler comme un axiome ?,
M. Georg CaNTOR a essayé de démontrer qu'un ensemble fini
n’est équivalent & aucune de ses parties, et qu'un ensemble
infini est équivalent & une partie intégrante de lui-méme *;
mais cette double démonstration repose d’une part sur une
définition insuffisante des nombres cardinaux finis?, et d’autre
part sur cette proposition, que tout ensemble infini contient
un ensemble équivalent a la suite naturelle des nombres (de
nombre cardinal «,) *; or cette proposition, qui parait évi-
dente, n’a pas encore 6té rigoureusement démontrée.

M. WarteneAD a également essayé de démontrer que les deux
définilions en question sont équivalentes 5; voici comment :
Les nombres cardinaux finis étant définis comme ceux qu’on
obtient par I'induction compléte (en partant de 0), les classes
finies sont par définition les classes qui possedent un nombre
cardinal fini; les nombres infinis et les classes infinies sont
alors définis d'une maniére purement négative. Cela posé, on
défipit le nombre «, comme le nombre cardinal des nombres
finis; on démontre alors que &, est un nombre infini, et que
toute classe infinie contient une partie qui a pour nombre «,
(d’ou il résulte que «, est le premier ou le plus- petit des nom-
bres infinis). De la on déduit qu’aucune clagse finie n’est
équivalente & une partie intégrante d’elle-méme, et que toute
classe infinie est équivalente 3 une partie intégrante d’elle-
méme, d’ou il résulte que cette propriété est caractéristique
des classes infinies. L’équivalence des deux définitions se
trouve ainsi établie®.

1. C’est ce que faisail encore M. RusseLL dans son mémoire Sur la Logique
des relations (Hevue de Mathematiques, t. VI, p. 135-1363 actt 1901).

2. Sur les fondements de la théorie des ensembles transfinis, § 6, théo-
remes C et D. .

3. Ibid., § 8.

4. lbid., § 6, théoréme A.

5. On the cardinal numbers, Section 111, ap. American Journal of Mathe-
matics, t. XXIV, n° & (octobre 1902).

6. Toutefois, cette démonstration suppose la proposition énoncée p. 53,
note 3, qui, si évidente qu’elle paraisse, n’est pas encore démontrée, Dans
son mémoire Le classe finite (1896), M. Bunaur-Fortt déduisait le principe
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D’ailleurs, on peut définir le premier nombre infini («,) sans
présupposer la suite naturelle des nombres finis; par exemple,
on peut dire que o, est le nombre cardinal de toute classe u qui
posséde les propriétés suivantes : u est le domaine d’une rela-
tion biuniforme &, dont le codomaine est contenu dans v mais
non égal & u; » contient un élément qui est un antécédent de
sans en étre un conséquent, et contient en outre les conséquents
de toutes les relations £ dont elle contient les antécédents’.
On voit que cette définition est purement logique, et gu’elle
r'implique nullement la notion de nombre entier finiZ

L'inégalité des nombres infinis est toute différente de celle
des nombres finis : on ne change pas un nombre infini en lui
ajoutant ou retranchant une unilé, ni par suite (en vertu du
principe d'induection) en lui ajoutant ou retranchant un nombre
fini. Pour que deux nombres infinis {correspondant & deux
classes a et §) soient inégaux, il ne suffit pas que la classe « soit
équivalente & une partie intégrante de la classe 6 : car elle
pourrait en méme temps (étant infinie) étre équivalente & la
classe b tout entiére. Le nombre cardinal de « est plus petit que
celui de b, si a est équivalente 3 une partie intégrante de b, et
si & n'est équivalente & aucune partie intégrante de a. On a
prouvé d'ailleurs que, si I'on a & la fois @ équivalente & une
partie intégrante de & et b équivalente & une partie intégrante
de a, les deux classes a et b sont équivalentes, et par suite
leurs nombres cardinaux sont égaux {ou plutdt identiques)?.
d’induction de la définition cardinale de Pinfini, mais au moyen du postulat

suivant :
§2P.17: #eKI{(K=ep) o u<{vlu

« Si u est une classe de classes non nulles, son nombre cardinal est
inférieur ou égal & celui de tous les éléments de ces classes. »

1. Pour faire mieux comprendre cette définition, on peut dire que la
relation R est la relation d’un nombre au nombre suivant, et que par suite
le conséquent de cette relation est le « suivant » de Vantécédent (RusseLy,
op. cit., p. 122). '

2. Cette définition est exactement équivalente & la définition de la suite
naturelle des nombres, telle qu’elle résulte des cing axiomes de M. Peano
(RussELL, op. cit., p. 127); elle est également équivalente & la définition
de la progression donnée plus bas {p. 237).

3, Théordme de Bernstein, démontré ap. Boner, Legons sur la théorie
des fonctions, Note I (Paris, 1898); RusseLL, op. ¢it., p. 306.
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Ces définitions de I'égalité et de I'inégalité des nombres infinis
sont purement cardinales, et n’impliquent aucune référence
aux nombres finis.

La théorie des nombres cardinaux peut done étre constituée
tout entiere d’'une maniére directe et indépendante, sur des
bases puremeant logiques, sans faire appel a lidée d’ordre,
sans méme invoquer la distinction des nombres finis et infinis,
ni par suite le principe d'induction . Cela est prouvé par
la Logistique dans le mémoire de M. WaiTEnEAD, ol 'on trouve
la démonstration absolument générale de la loi associative pour
Paddition et la multiplication, et de la loi distributive de la
multiplication par rapport & l'addition. On y trouve méme
(Section V) la définition des puissances d’'un nombre cardinal,
celle des arrangements, des combinaisons et des permutations
d'un nombre quelconque (méme infini) d’objets, et la démons-
tration des principaux théorémes relatifs & ces notions, par
exemple la généralisation de la formule du binéme. Tout cela
est obtenu au moyen de la Logique des relations, qui apparait
décidément comme le véritable organon des Mathématiques
pures. Grace & elle, MM. RusseLn et WaiTEREAD ont pu démontrer
formellement, en partant de principes purement logiques, toutes
les propositions de la théorie des ensembles découvertes par
Georg CanTor, confirmer ainsi la validité logique de cette
théorie, et la purger de tout postulat et de tout appel a I'in-
tuition.

1. On pourrait presque dire que la théorie des nombres infinis est plus
simple que celle des nombres finis, pnisqu’elle n’a pas besoin, comme
celle-ci, du principe d’induction, et qu’on peut ’établir sans passer par la
théorie des nombres finis.



CHAPITRE III

L'IDEE D'ORDRE

Nous avons dégagé Pidée de nombre de toute immixtion de
I'idée d’ordre ; mais nous avons vu par Ja méme combien celle-¢j
a d’affinités avec celle-1a. C’est que 'une et 'autre ont pour
matiére ou pour support des classes ou ensembles; seulement,
tandis qu’une classe, dés qu’elle est donnée et déterminée, a
un nombre, elle n’a un ordre que moyennant certaines rela-
tions établies entre ses éléments. L’idée d’ordre est donc moins
primitive et moins simple que I'idée de nombre. Pour la définir,
il convient de rechercher quelles espéces de relations établissent
ou constituent un ordre entre les éléments d'une méme classe.

§ A. — LES RELATIONS D’ORDRE.

1y a, comme on sait, deux espéces d'ordres: Pordre [inéaire
et 'ordre circulaire. Dansle premier, un terme est avant ou apreés
un autre, il est ou n’est pas enire deux autres; dans le second,
on ne peut plus affirmer ges relations, on peut seulement dire
gu'un couple de termes g, b est séparé par un autre couplec, d,
si ces quatre termes sont dans 'ordre : acbda... ou adbea... Une
classe soumise a un ordre linéaire s’'appelle une suite ouverte;
soumise & un ordre circulaire, suite fermée!. M. RusseLL conclut
des définitions précédentes qu’il faul trois termes pour définir
un ordre linéaire, et quatre pour définir un ordre circulaire.

1. Le mot anglais series correspondant a la fois aux deux termes
techniques suife et série (en allemand : Folge et Reihe), nous croyons
devoir le traduire ici par suile.
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Cela dépend de ce qu'on entend par ordre : si I'on n’attribue
aucun sens & I'ordre, il est clair que deux termes a, b n’ont pas
d’urdre, la disposition ab élant indiscernable de la disposition ba;
Pordre ne sera déterminé que si I'on introduit un troisiéme
terme, car alors abc (ou cba) differe de ach (ou bea). Clest
pourquoi M. RusseLL fait consister alors I'élément ordinal en
un trio de termes tels que I'un d’eux est dit étre entre les deux
autres. De méme, si 'on n’attribue aucun sens a Pordre circu-
laire, trois termes a, b, ¢ n’auront aucun ordre, la disposition
abea... étant indiscernable de la disposition acba... L'ordre ne
sera déterminé que par l'introduction d'un quatriéme terme.
C’est pourquoi M. RusseLL fait consister alors I’élément ordinal
en deux couples de termes qui se séparent mutuellement, Mais,
si 'on attribue un sens & l'ordre, deux termes pourront avoir
un ordre linéaire, snivant que « est avant ou aprés b; et trois
termes pourront avoir un ordre circulaire, suivant que I'on aura,
dans le sens direct, la succession abe ou la succession cba. Quoi
qu'il en soit, tout ordre suppose ou implique des relations asy-
métriques entre deux termes quelconques, et la question de
savoir si une telle relation définit déja un ordre entre ses deux
termes n’est plus qu'une question de mols. L’essentiel est d’énu-
mérer les différentes relations génératrices d’ordre, pour pouvoir
classer ensuite les diverses espéces d’ordre, et, s'il se peut, les
ramener a l'unité.

La méthode la plus simple pour définir un ordre est la
suivante (que nous avons déja rencontrée dans la théorie des
nombres finis). Soit une classe, finie ou infinie, et soit une rela-
tion S! asymétrique el biuniforme (done intransitive) *. Chaque
terme de la classe est un antécédent de cette relation (a l'ex-
ception peut-étre d’un seul, qui sera alors le premier); et
chaque terme de la classe est un conséquent de cette relation
(3 V'exception peut-étre d'un seul, qui sera alors le dernier);
on suppose en outre que, si ¢ S b et bS¢, on n’a pas: c¢Sa(on

1. Pour plus de clarté, on pourra live S: « est le suivant de ».
2. Car, si elle n’était pas intransitive, on aurait & la fois «Sb, 6Sc et
aSe, ce qui serait contraire a son uniformité.
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n’a pas non plus: @ Se¢, puisque la relation S est intransitive).
On dira, dans ce cas, que b est entre a et ¢. La suite ainsi
ordonnée peut avoir un premier et un dernier terme, ou seu-
lement un premier terme, ou enfin n’avoir ni premier ni dernier
terme. Dans le 1% cas, le nombre de ses termes est fini; dans
le 2¢ cas, le nombre de ses termes est infini; dans le 3¢ cas, ce
nombre est infini si la suite est ouverte, et fini si la suite est
fermdée?.

Cette premiére méthode fournit uniquement des suites &
termes consécutifs. La seconde est affranchie de cette restric-
tion, mais elle ne fournit pas de suites fermées. Elle consiste a
donner une relation fransitive agsymétrique P qui existe entre
deux quelconques des termes de la classe. Autrement dit,
soient x, y, z des termes différents de la classe, on a nécessai-
rement une, et une seule, des deux relations : @ Py, y Pz, et si
Ton a : & Py, y Pz, on a aussi nécessairement : z Pz2, On peut
démontrer alors que, sur trois termes quelconques de la classe,
il y en a toujours un qui est entre les deux autres (qui précede
T'un et suit Uautrej; par conséquent, la classe forme toujours
une suite unique {ou connexe). Elle ne peut pas former une
suite fermée, car, & cause de la transitivité de la relation P,
on aurait alors a Pz, ce qui est impossible, cette relation étant
asymétrique,.

Une troisitme méthode consiste & ranger tous les termes
d’une classe suivant leurs distances &4 un méme terme z : ces
distances sont des grandeurs inégales, et on peut ranger les
termes par ordre de distance croissante (ou décroissante). Sile
terme 2 n’est pas le premier (ou le dernier), il y aura des dis-
tances négatives, qui seront considérées comme plus petites que
zéro® et que toutes les distances positives. En outre, les
distances doivent aveir un sens déterminé, c’est-a-dire étre

1. Nous supposons qu’elle est connexe, ¢'est-a-dire ne se décompose pas
en plusieurs suites n'ayant aucun terme commun et aucune relation entre
leurs termes respectifs.

2. La relation P peut se lire : « précéde «; la relation converse P se lira
alorg: « suit .,

3. Le zéro de distance est la distance d’un terme 2 lni-méme.
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des relations asymétriques. Pour que 'ordre soit indépendant
du terme (z) pris pour point de repére, il faut que 'axiome
suivant soit vérifié : « Si zz est plus petite que xw, yz doit étre
plus petite que yw ». Ce cas peut se ramener au précédent en
prenant pour la relation x Py la relation : 2y > 0 (dire que =
préeéde y, c'est dire que la distance wxy est plus grande que
zéro). Cette réduction postule un nouvel axiome : « Si l'on a
ra=Yyw, et xy==zw’, les termes w et ' doivent &tre iden-
tiques. »

Une quatriéme méthode consiste & donner une relation a
trois termes yf(z, z), qui signifiera que y est entre z et z.
Cette relation sera symétrique par rapport & i et z, cest-a-dire
que : yR(x, z) =y R(z,x). Ecrivons, pour rendre la notation
plus simple et plus intuitive : (xyz). 11 faut postuler les deux
axiomes suivants : « Si l'on a: (xyz) et (yzw), on doit avoir
aussi : (zyw) et (zzw). » — « 8i Fon a : (xyw) et (yzw), on doit
avoir aussi : (xzw) et (xyz). »

Les méthodes précédentes ne peuvent donner naissance a
des suites continues fermées, ce qui est au contraire le propre
des deux suivantes. La cinquiéme méthode consiste a établir
une relation asymétrique £ entre des relations asymétriques
Z, Y, 5... formant une classe; cette relation 2 est telle qu'elle
existe entre deux relations quelconques « et 37, 2 moins que y
ne soit la converse de z, et que, si elle existe entre z et y, elle
existe aussi enire y et °». La suite ainsi définie est fermée : car
zhy.o.yRer.o.% R .o. cy Rr. Deux lermes converses
I'un de lautre, comme °x et x, ¢y et y, sont dits opposés.
Dans une suite de ce genre, on ne peut pas dire qu’un terme
est entre deux autres; mais on peut dire que deux couples
de termes se séparent mutuellement. Un exemple de cette
espéce d'ordre est fourni par les angles (qui sont des relations
entre les demi-droites issues d'un méme point dans un méme
plan). '

La sixiéme et derniére méthode, qui engendre aussi des
suites fermées, consiste & établir directement entre les termes
d’une classe la relation & 4 termes qui signifie que deux couples
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se séparent mutuellement. Pour dire que les couples {a, ) et
(¢, d) se séparent mutuellement, on écrira : ab || cd. Cet ordre
postule les cing.axiomes suivants :

1°ablled.=.cd|| ab
(la relation est symétrique par rapport aux deux couples);

2 ab||cd.=.abldc
{la relation est symétrique par rapport aux deux termes de
chaque couple);

3% ab [} cd exclut ac | bd;

4° Pour % termes quelcongques a, b, ¢, d, on a, soit ab || cd,
soit ac [] bd, soit ad || be;

8% Sil'on a: abi]cd, et ad || be, on a aussi : ad|| ce.

Ces cing axiomes sont suffisants?, et en outre ils sont indé-
pendants dans I'ordre o ils sont formulés, c’est-a-dire que
chacun d’eux est indépendant des précédents®.

Telles sont les six méthodes gu'on peut employer, et qu'on
emploie en lait pour définir un ordre. On remarquera que la
plupart des auteurs qui ont traité de I'ordre n’en connaissent
qu’une ou deux; si cetle énumération est compléte, c’est qu’elle
repose, non sur des vues a priori, mais sur 'étude des Mathé-
maliques modernes. Cela prouve, en passant, quil y a plus
d'enseignements, d’exemples et de documents relatifs a la
méthode dans les livres des mathémaliciens que dans tous les
traités de Logique. Reste & savoir ee qu'il y a de commun entre
ces six méthodes; car, bien qu'elles aient chacune leurs carac-
téres spéciaux, la nature de I'ordre défini ne dépend pas de la
méthode employée; le méme ordre peut étre défini par plusieurs
méthodes. 1l s'agit de découvrir ce qui constitue l'essence de
Pordre, et de ramener autant que possible ces six méthodes
& un fondement commun 2.

En premier liew, on peut ramener toutes les relations géné-
ratrices d’ordre & deux, que nous avons déja mentionnées : la
relation d’entre entre trois termes, et la relation de séparation

1. Vaaty, ap. Revue de Malhématiques, t. ¥V, p. 76, 183.
2. Papoa, ap. Revue de Mathématiques, t. V, p. 185.
3. Russewt, op. cit., chap. xxv.
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entre quatre termes. Analysons d'abord la relation d’enire .
Quand on dit que le terme y est entre les termes x el z, on
veut dire que & précéde y et que y précede z : soit P la relation
précéde, on écrira : x Py .y Pz. Mais la relation précéde est
essentiellement asymétrique : on ne peut pas avoir : y P, nj
z Py, de sorte qu'on a: ‘/—P.’l;. 5= Py. Il semble qgu’il faille
ajouter une cinquiéme condition : z- Pz, pour exclure le cas
ou la suite serait fermée; car, dans une suite fermée, on ne
peut plus dire de trois termes donnés que I'un est entre les
deux autres. Mais cette condition est inutile, comme on va le
voir. Posons donc, pour ahréger :

xyz .=.xPy.yPz.z-Py.y-Px

et voyons si la relation xyz correspond bien & la notion
d’entre. Celle-ci vérifie les deux axiomes suivants : 1° Si y est
entre x et z, et si 3 est entre y et w, alors z est entre x et w;
2° Si y est entre x et z, et w entre & et ¥, alors y est entre w
et z. Or on peut vérifier que xyz et yzw impliquent xyw, con-
formément au 1°¢ axiome, si la relation P est transitive, et
alors seulement. Mais si elle n’est pas transitive (ce qui est
le cas dans la 1 méthode, ol P est une relation biuniforme),
on peut la remplacer par une relation R qui est la somme
logique des puissances de P, et qui sera transitive®. Mais, la
relation P élant asymétrique, la relation R doit I'dtre aussi;
on ne pourra donc jamais avoir : « °Ry (ou yRx), c'est-a-dire
que la suite ne pourra pas étre fermée®. On voit que dans
ce cas la condition z - Pz devient inutile.

1. On voudrait pouvoir dire : « infer-ité », comme on dit en anglais :
betweenness. On peut le dire dans une langue artificielle (en Esperanto :
intereco).

2. Voici ce que cela signifie en langage ordinaire. Soit P = précede
immédiatement : cette relation est biuniforme, donc¢ intransitive : si
I'on a: zPy. yPz, on ne peut pas avoir : xPs; mais on a : xP2z (P2 étant’
le produit relatif de P par lui-méme). On aura de méme, si zPw : 2P,
et ainsi de suite. Les relations P2, P3,.., Pr sont avee I les puis-
sances successives de la relation P; toutes sont biuniformes et intran-
sitives. Mais leur somme logique R est transilive, car elle signifie :
précéde (immédiatement ou non), et V'on a : xRy, yRs, zRw,.. 2Rz,

yRw,... 2Rw,...
3. Car si 'on avait : 2Ry . yRx, on aurait (R étant transitive): zRuw,

CoutunaT. — Les principes des mathématiques. 6
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D'autre part, xyz et zwy impliguent wys, conformément
au 2° axiome, mais seulement si P n'est pas une relation
biuniforme. Iei encore, on n'aura qu'a remplacer P par R. Et
la condilion que P* ne doit jamais étre égale & °P {que la suite
ne doit pas étre fermée) équivaut a celle-ci, que R doit étre
asyméirique. On peut denc conclure finalement : « Dire que y
est entre x et 5, c’esl dire qu'il y a une relation asymétrique
transitive entre x et y el entre y et 5. » Rien de plus, rien
de moins : c'est la exactement le sens de la relation d’entre,
cu, pour parler mathématiquement, c’est 1a la condition néres-
saire et suffisante de 'existence de cette relation.

Nous avons la un exemple remarquablc de l'analyse d'une
relation & 3 termes en 2 relations & 2 termes. On pourrait
faire I'objection suivante : La relation d’entre est symétrique
par rapport aux deux termes extrémes; dire que y est entre x
et z n’implique nullement que & soit le premier et 5 le dernier,
ni méme que 1'un de ces termes précéde I'autre. Il semble done
que la relation & 2 termes entre x et y, ¥ et 5, ne doive pas éire
asymeétrique. Mais, sielle n'était pas asymétrigue, il se pourrait
que y eit la méme relation par rapport & et & 3, et fut par
suile « du méme cOté » par rapport & ces deux termes, au
lien d'étre entre cux. D'ailleurs, il faut remarquer (ue, dans la
définition formulée ci-dessus, rien n'indique le sens de la
relation & 2 termes qui doit exister entre x et y, y et 3 : elle
peut étre aussi bien suil que précéde. Le fait que ce sens reste
indéterminé traduit précisément la symétrie de la relation &
3 termes. Il 0’y a donc rien d'impossible ni de paradoxal & ce
qa'une relation & 3 termes symétrique corresponde 4 deux
relations & 2 termes asyméiriques.

Passons & la relation de séparation entrs 4 termes. On va
voir qu’elle est aussi réductible & une relation transitive asymé-
irique entre 2 termes. En effet, on peut démontrer que, s’il

c'est-a-dire que la relation R pe serait plus asymétrigue. En d’autres
termes, si l'on avait, pour une puissance quelconque de P, Pn=1¢P, on
aurait : Pe+t—=cP« P, ce qui est la relation d'identits, P étant biuni-
forme. Aprés n termes, on retomberail sur le 4* terme x.
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existe une relation transitive asymétrique entre deux termes
quelconques d’une suite de quatre termes au moins, les termes
de cette suite, pris quatre & quatre, présentent la relation de
séparation, caractérisée par les cing axiomes de Vailati. Inver-
sement, M. VaiLati a démoniré que, s'il y a relalion de sépa-
ration, c’est-3-dire si les cinq axiomes sont vérifiés par cing
termes quelconques d'une suite, il existe entre deux termes
quelconques une relation transitive asymétrique (précede), de
sorle que la relation de séparation entre quatre termes a, b,
¢, d se réduit aux trois relations binaires : a précéde b, b pré-
céde ¢, ¢ précede d. L'existence d’une relation binaire transitive
asymétrique, étant & la fois la condition nécessaire et suffisante
de 'existence d'une relation de séparation, lui est exactement
équivalente, et peut lui étre substituée dans tous les cas. Tou-
tefois, il faut remarquer que cette réduction repose sur la
considération de trois termes fixes (par exemple «a, &, ¢) par
rapport auxquels est définie la relation binaire (entre d et e,
considérés comme variables).

Ainsi toutes les méthodes génératrices d’ordre ont été rame-
nées & deux relations, 'une ternaire (entre), I'autre quaternaire
(séparation), et ces deux relations a leur tour peuvent se
réduire & un seul et méme type de relation binaire, & savoir
3 une relation transitive asymiétrique. C'est donc dans une
telle relation que consiste P'essence de l'ordre; et toutes les
espéces d’ordre que nous avons distinguées se trouvent rame-
nées & 'unité. Ce qui est particuliérement remarquable dans
cette conclusion, c’est QU’on a pu ramener & l'unité I'ordre
linéaire et l'ordre circulaire, autrement dit les suites ouvertes
et les suites fermées. Et en effet, il suffit de couper une suite
fermée pour la transformer en une suite ouverte, c’est-a-dire
de prendre pour point de départ de la relation binaire un terme
quelconque qui sera le premier. Toute la différence est que,
dans une suite fermée, le premier terme est en effet un terme
quelcongue, tandis que dans une suite ouverle il est unique et
déterminé.
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§ B. — LE NOMBRE ORDINAL.

La théorie de Vordre engendre naturellement la théorie des
nombres ordinaux. Par « nombres ordinaux » il ne faut pas
entendre les numéros d'ordre des éléments d'une suite (pre-
mier, deuzxiéme, troisiéme...}, mais les types d’ordre des classes
bien ordonnées, suivant 'expression de Georg Canror. Comme
les nombres eardinaunx, les nombres ordinaux sont définis par
abstraction. Mais auparavant, il importe de définir la simi-
litude des suites. La similitude est, pour les classes ordonnées,
la relation analogue de I'équivalence des classes : 'équivalence
est cardinale, la similitude est ordinale.

On dit que deux classes ordonnées ou suiles u, v sont sem-
blables %, lorsqu’il y a entre elles une relation univoque et
réciproque telle que, si dans u I'élément a, précede U'élément &,
dans v 'élément &, préceéde D'élément b, {a,, b, étant respecti-
vement les corrélatifs de a,, 3,). Plus exactement, la relation
de similitude existe, non entre les classes, mais entre les
relations ordinatrices dont elles sont les champs; en effet,
tout ordre est engendré par une relation, et la méme classe
peut recevoir divers ordres, en conséquence de relations diffé-
rentes. On dira done que deux relations P, 0 sont semblables,
lorsqu’il y a entre leurs champs respectifs une correspondance
univoque et réciproque telle, qu'a deux éléments qui ont entre
eux la relation I correspondent deux éléments ayant entre
eux la relation Q. On peut enfin exprimer cette définition sous
une forme symbolique : soit S la relation biuniforme qui fait
correspondre les éléments de u et les éléments de v chacun &
chacun; on a les relations figurées dans le schéma suivant :

a,PbPePd,.....
§ S s 8
4,06, 0¢c0d,.....

1. En anglais : like, likeness (distinct de similar, similarity). V. p. 47,
note 1.
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On a par exemple : a,Ph,, a,0b,, et d’autre part: a,Sa,,
b,Sb,. On peut définir la relation @ au moyen (en fonction)
des relations P et S; en effet:

2,00, .=. a,*Sa, . a,Pb, . bSh,

D’ou:

Q= CS *»PxS.

On remarquera en outre que le domaine de la relation S est
la premiére suite: a, &,, ¢, ..., c'est-a-dire le champ de la
relation P. On peut donc diré que deux relations P, {) sont
semblables, §’il existe une relation biuniforme S dont le
domaine est le champ de P, et telle que O = ¢S+ £+ S. Telle
est la définition de la similitude formulée dans la Logique des
relations .

La relation de similitude est symétrique ¢t transitive. Des
lors, elle donne lieu, en vertu du principe d’abstraction, a
une relation uniforme qui unit toutes les classes (ou relations)
semblables entre elles & un méme terme. Ce terme unique
sera, au point de vue de l'exiension, la classe des classes
semblables entre elles; et, au point de vue de la compré-
hension, la propriété commune a toutes ces classes, c’est-
a-dire leur type d’ordre ou leur nombre ordinal.

Pour une classe finie d'un nombre n de termes, toutes les
suites qu'on peut former avec ses éléments sont semblables,
et elles ne sont semblables & aucune suite de (n + 1) ou de
{n - 1) éléments. Par conséqﬁent, le nombre ordinal d'une
telle classe est déterminé d'une maniére univoque et réci-
proque par son nombre cardinal. Cette correspondance biuni-
forme entre les nombres ordinaux et cardinaux finis explique
qu'on les confonde couramment. Le nombre ordinal usuel, le
numéro d’ordre (« le n* ») est une autre idée : c’est I'idée du

1. RusseLy, op. cif., p. 242, 262. M. RusseLL remarque que la similitude
est, entre les relations, 'analogue exact de ’équivalence entre les classes.
De méme qu'une classe de classes équivalentes est un nombre, une classe
de relations semblables est un nomére-relation, et I'on peut étudier sur
ces nombres-relations des propriétés analogues a celles des nombres, qui
font l'objet d’une drithmétique des relations (op. cit., § 253, 299).
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terme qui, dans une suite, en a (n — 1) avant lui. C'est, comme
on voit, un mélange d’idées cardinales et ordinales, puisqu'elle
implique, d’une part, une suite d’au moins n termes (donc le
nombre ordinal n), et d'autre part le nombre cardinal n — 1.

La définition qu'on a donnée des nombres ordinaux s’applique
égalemenl aux nombres finis et infinis, et rien jusqu'ici ne
permet de les distinguer. Pour y arriver, il faut définir un
nombre ordinal spécial, », qui est le nombre ordinal des
progressions; ou, ce qui revient an méme, il faut définir une
classe spéciale de suites, qu’on appelle les progressions *.

Pour le dire d'avance, une progression est une suite sem-
blable & la suite des nombres cardinaux finis. Mais, sil’on veut
se passer de !'idée de nombre, on peut définir directement les
progressions comme suit :

« Une progression est une classe « contenue dans le domaine
d’une relation biuniforme, qui posséde les propriétés suivantes:
1° Pensemble des conséquents est contenu dans 'ensemble des
antécédents sans lui étre identique; 2° si s est une classe quel-
conque qui contient au moins un des antécédents qui ne sont
pas conséquents, et qui contient le conséquent de chacun desu
gu'elle contient, elle contient tous les u. »

La premiére condition entraine P'infinité de la classe u; la
seconde exprime le principe d'induction. Ainsi celui-ci est une
partie essentielle de la définition des progressions, et c'est
pour cela que les progressions sont semblables & la suile
naturelle des nombres. On démontre alors que dans une pro-
gression il n’y a qu'un antécédent qui ne soit pas conséquent;
ce terme unique {qui est le premier) sera le zéro de la pro-
gression considérée. Le un sera le conséquent de zéro (il est
unique, puisque la relation génératrice est biuniforme); et en
général, le snivant d'un terme x (seq x) sera le conséquent de ce
terme. En vertu de la 1% condition, tout terme a un conséquent.

1. Bien entendu, il faut dépouiller ce mot du sens qu’on lui donne en
Arithmétique élémentaire (progressions arithmétiques et géométriques).
La théorie des progressions a é1é exposée par M. Russerr dans son mémoire
Sur la Logique des relations, § 3, ap. Revue de Mathématigues, t. VII (1804).
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On peut alors démontrer que deux progressions quelconques
sont semblables, et, réciproquement, que toute suite semblable
& une progression est une progression. Il en résulle que les
progressions forment une classe unique de classes semblables,
ce qui justifie la définition du nombre ordinal o comme la
classe des progressions. On démontre en outre que tout terme
d’une progression differe du suivant; qu’il differe aussi de
tous les précédents, de sorte que le méme terme ne peut
jamais revenir; enfin, que si 1’on supprime 1, 2, .... # (nombre
fini) termes au commencement d'une progression, le reste
est encore une progression. On définit ensuite 'addition et
la multiplication des nombres ordinaux finis, et ’on démontre
leurs propriétés formelles, y compris la. commutativité, car
cette fois les opérations impliquent un ordre entre les nom-
bres combinés. On peut done constituer, au moyen du calcul
des relations, toute larithmétique des nombres ordinaux finis,
sans jamais invoquer la notion de nombre cardinal.

Il n’en est pas moins vrai que la notion de nombre cardinal
est antérieure a celle de nombre ordinal, parce qu'elle est logi-
quement plus simple : elle n’implique en effet qu’une seule
relation biuniforme entre deux classes, tandis que la notion
de nombre ordinal implique, én outre, une relation généra-
trice d’ordre dans chacune de ces classes. En d’autres termes,
la relation de similitude est plus compréhensive que la relation
d’équivalence : elle implique I'équivalence, et quelque chose
de plus. :

La méme méthode logique permet d'expliquer la généra-
lisation du nombre. Et d’abord, les nombres rationnels (ou
fractions) seront considérés comme des relations entre nombres
entiers, comme des rapports. On dira, par exemple, que le
nombre a a la relation B avec le nombre c¢{aBc) si l'on a :
ab=¢, ¢’est-a-dire si « multiplié par & donne c¢. Ainsi & chaque
nombre entier b correspond un rapport ou une relation 3. Par
suite, étant donnés deux nombres entiers a et d, on dira qu’il y
a entre eux la relation complexe B+°C (a B+°Cd), si le pro-
doit de a par b est égal au produit de d par ¢ (ab=cd),
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b et ¢ étant aussi des nombres entiers. Et cette relation B «<C
sera le rapport b/e. Comme, en Mathématiques, les relations
s’expriment par des opérations, on peut dire que le rapport
b/c est le symbole des opérations a effectuer sur a pour obtenir d
{4 savoir, une multiplication par 4 suivie d’une division par ¢;
car 'égalité ab —=cd équivant & : ¢><b/c=1d). Ainsi les nom-
bres rationnels ne sont pas des nombres, mais des opérations
sur les nombres entiers; de sorte qu'on ne doit pas identifier
aux nombres entiers les nombres rationnels qui leur corres-
poudent (les fractions & dénominateur 1} *.

De méme, les nombres positifs et négatifs. seront congus
comme des opérations sur les nombres absolus (entiers ou
rationnels). Considérons d’abord un nombre entier, a. Soit R
la relation biuniforme qui existe entre chaque nombre et son
suivant (et par suvite °R celle qui existe enire chaque nombre
et son préeédent). Le nombre positif + a indiquera Yopération
qui correspond a la relalion /%, et le nombre négatif —a
Popération qui correspond a la relation =/ . En d’autres
termes, - a signifie qu'on doit avancer de ¢ rangs, et — a
qu’en doit reculer de a rangs dans la progression % Cette con-
ception cst, on le veit, tout & fait conforme au sens commun,
et anx considérations intuilives par lesquelles on explique,
dang les éléments, la dilférence du positif et du négalif; mais
elle est néanmoins indépendante de toute notion géométrigue
et de toute intuition.

De méme, les nombres rationnels positifs et négatifs seront
des opérations sur les nombres rationnels absolus. On a défini
Pinégalité et I'addition des nombres rationnels absolus, et on
sait que, si la fraction p est plus petite que la fraction ¢,
celle-ci est la somme de p et d'une 3° fraction ». La fraction
positive + 7 désignera 'opération par laquelle on passe de p
& g, et la fraction négative — » 'opération inverse {par laquelle

4. On retrouve ainsi, en somme, la conception de la fraclion comme
symbole opératoire, proposée par M. MEray (Les fractions et les quantités
négatives, 1890).
ncié g)n a défini plus haut les puissances entieres d’une relation {(p. 13,
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on passe de ¢ & p). Ainsi toutes les espéces du nombre géné-
ralisé sont, non pas des nombres, mais des opérations, ou
mieux des relations entre les nombres entiers absolus, et ne
doivent pas étre identifiées, méme partiellement, & ceux-ci.
Cette conception introduit une clarté et une rigueur parfaites
dans DArithmétique générale, et prévient radicalement les
confusions d'idées qui s’y glissent trop souvent.

Il convient de remarquer, avec M. RUSSELL, que, si les pro-
priétés cardinales des nombres finis sont les plus importantes
dans les applications (dénombrement et mesure), lears pro-
priétés ordinales sont les seules que 'on ait & considérer dans
les Mathématiques pures, de sorle qu’on peut, dans ce
domaine, se contenter de la définition ordinale du nombre,
¢'est-a-dire considérer les nombres finis comme formant une
progression . Cest ce qui explique que d’éminents mathéma-
ticiens aient cru pouvoir réduire I'idée de nombre & celle de
nombre ordinal 2. Cela explique aussi que ceux qui consi-
dérent le nombre ordinal comme seul a priori croient que
'expérience ou l’intuition est nécessaire pour engendrer le
nombre cardinal. Mais c’est la une erreur, car le nombre car-
dinal, on l'a vu, est plutot antérieur au nombre ordinal, et par
suite au moins autant a priori que lui.

Pour compléter la généralisation du nombre, il resterait a
définir les nombres irrationnels et les nombres complexes.
Mais la théorie des nombres irrationnels est inséparable de la
notion de continu, qui demande une étude spéciale; et la
théorie des nombres complexes implique la notion de dimen-
sion, qui appartient a la théorie de 'espace. Ainsi la générali-
sation du nombre nous conduit & deux théories nouvelles, qui
feront 1'objet des chapitres suivants.

1. RussELL, op. cit., p. 241,
2. Voir p. 64, note 2.



CHAPITRE 1V

LE CONTINU

Les nombres irrationnels, avons-nous dit, impliquent I'idée
de continuité, ils ne paraissent pouvoir s’expliquer et se jus-
tifier que par elle; mais, en revanche, cette idée ne devient
précise et rigoureuse que lorsquon la représente par les
nombres réels, qui comprennent nécessairement les nombres
irrationnels. Cest ce qui fait croire & certains mathémaliciens
que l'idée de continu proceéde de l'idée de nombre, et est
engendrée par Ia création des nombres irrationnels. Quoi qu’il
en soit, que les nombres réels soient I'original ou la copie du
continu, il est incontestable qu’il y a une analogie et un paral-
lisme parfait entre les deux notions, et quon ne peut
expliquer I'une sans Pautre. Analyser le continu, c'est définir
les nombres irrationnels. Commencons done par celte défi-
nition.

§ A. — DEFINITION DU NOMBRE IKRATIONNEL.

On a proposé diverses maniéres de définir les nombres irra-
lionnels. La conception qui devait se présenter le plus aisé-~
ment & lesprit des mathématiciens est celle qui considére les
nombres irrationnels comme des limites de suites ou de
séries convergentes qui n’ont pour limite aucun nombre
rationnel. Mais les théories de ce genre ne prouvent nullement
existence (logique) des nombres irrationnels : elles la postu-
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lent au contraire *. En outre, il y a quelque chose de paradoxal
et de choquant pour l'esprit & dire : « Telle suite ou série n’a
pas de limite (parmi les nombres rationnels); elle aura, psr
définition, pour limite un nombre irrationnel »; en d’autres
termes, a dire qu’'un nombre irrationnel est la limite d'une
suite qui n’a pas de limite 2. Enfin, il y a quelques précautions
a prendre pour définir I’égalité (ou identité) des nombres irra-
tionnels, car le méme nombre irrationnel peut étre défini par
une infinité de suites ou de séries toutes différentes; il faut
quelque soin pour reconnaitre que leurs limites, données
d’abord comme distinetes, sont réellement identiques.

Une autre maniére de définir les nombres irrationnels est
celle de MM. DEpErIND et J. TANNERY °. Elle a l'avantage de se

passer completement de 1'idée de limite, et de situer d'emblée
les nombres irrationnels par rapport aux nombres rationnels.
Elle part de ce fait que I'ensemble des nombres rationnels
offre une infinité de coupures. On sait ce qu'il faut entendre
par la. Chaque nombre rationnel partage 'ensemble des autres
nombres rationnels en deux classes : celle des nombres plus
grands que lui, et celle des nombres plus petits que lui; on les
appelle, pour abréger, classe supérieure et classe inférieure. Il
est clair que chaque nombre de la classe inférieure est plus
petit que chaque nombre de la classe sapérieure. En outre,
étant donné qu’entre deux nombres rationnels il y en a tou-
jours un autre (supérieur au plus petit et inférieur au plus
grand) %, il n’y a dans la classe inférieure aucun nombre plus
grand que tous les autres, ni dans la classe supérieure aucun
nombre plus petit que lous les autres. Tout cela résulte des

1. D’apres M. Georg Canrtom, Weierstrass serait le premier qui aurait
évité ce cercle vicieux (Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeifs-
lehre, p. 22).

2. M. FreGE s'éleve avec beaucoup de force et de justesse contre cette
sorte de « définitions créatrices », et soutient qu'une définition mathé
matique, n'étant proprement qu’une imposition de nom, ne peut pas
créer son objet, et ne peut dispenser d’en démontrer 'existence (Grund-
gesetze der Arithmetik, t. 11, 1903; Function und Begriff, 1891).

3. Voir notre ouvrage De linfini mathématique, 1™ partie, livre I, chap.iv.

4. Propriété qu'on exprime en disant que Pensemble est compact.
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propriétés mémes des nombres rationnels. Le phénoméne de
la coupure comsiste en ceci, que la folalité des nombres
rationnels peut étre répartie {d'une infinité de maniéres) en
deux classes possédant les mémes caracleres, sans qu'il y ait
entre les deuw classes aucun nombre rationnel qui les sépare et
les détermine. On est ainsi amené & concevoir un nombre
(irrationnel) qui serait & la fois plus grand que tous les nombres
de la classe inférieure et plus petit que tous ceux de la classe
supérieure, et qui comble en quelque sorte la coupure, de
méme que dans le cas précédent elle était comblée par un
nombre rationnel. Toute la différence consisie en ce que le
nouveau nombre est déterminé et défini par la coupure, au
lien de la déterminer, comme fait le nombre rationnel. Mais,
une fuis que les nombres irrationnels sont définis et ajoutés &
Yensemble des nombres rationnels, on peut confondre les uns
et les autres, sous le nom de nombres réels, car ils jouissent
en somme des mémes propriétés.

Cette définition n’a qu'un défant, qui lui est commun avee
la précédents : elle ne permet pas de prouver lexistence des
uombres irrationnels. M. Dedekind a du postuler cete exis-
tence, en formulant pour I'ensemble des nombres réels un
axiome de continuité, analogue & l'axiome qui caractérise la
continuité géométrique (de la ligne droite) : « Si'l’ensemhle
des nombres réels peut &tre réparti en deux classes telles que
chaque nombre de la premitre soit plus peiit que chaque
nombre de la seconde, il existe un nombre réel, et un seul,
qui produit cette répartition . » Cet énoncé est un peu vague :
que faut-il entendre par le nontbre qui produit une répartition?
Ce pe peut &tre un nombre intermédiaire entre les deux
classes, puisque par hypothése celles-ci comprennent ensemble
la totalité des nombres réels. 11 faut done que le nombre en
question soit le plus grand de la classe inférieure ou le plus
petit de la classe supérieare. Mais alors, ¢’en est fait des pro-
priétés caractéristiques de la coupure, puisque la définition de

1. DepewiNp, Stefigkeit und irrationale Zahlen, p. 18 (1812).
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celle-ci implique & la fois que la classe inférieure n’a pas de
maximum et que la classe supérieure n’a pas de minimum. 1l
faut donc revenir & ’ensemble des nombres rationnels, et dire
que toute coupure de cet ensemble correspond A un nombre
réel. Ou bien il faut modifier :la définition de la continuité,
et dire : « Si I’ensemble des nombres réels peut étre réparti
en deux classes telles que chaque nombre de la premiére
soit plus petit que chaque nombre de la seconde, ou bien
la premiere a un maximum, ou bien la seconde a un minimum,
mais jamais les deux a la fois ». Mais alors I'axiome perd
beaucoup de son évidence, parce que le fait de la coupure en
a disparu.

Dans tous les cas, cet axiome, ou un axiome équivalent, est
nécessaire pour affirmer 'existence des nombres irrationnels,
et cela est facheux, d'abord parce qu'il conviendrait que leur
existence pat se déduire de leur'définition ; ensuite, parce qu'on
peut toujours refuser d’admettre 'axiome ou postulat en ques-
tion, qui ne se justifie que par une analogie contestable;
enfin, parce que cet axiome, méme quand on V'admet, produit
un hiatus dans l'enchainement déductif des propositions, et
semble constituer un appel a lintuition, qui serait ruineux
pour la thése de la nature logique des vérités mathématiques.

M. HussELL a réussi a se passer de cet axiome en modifiant la
définition du nombre irrationnel de telle sorte qu’elle implique
ipso facto V'existence de Pobjet défini. Sa définition consiste,
en deux mots, 4 identifier le nombre irrationnel 4 la, classe infé-
rieure qui servait précédemment & la définir. Seulement, cette
classe doit étre maintenant définie par ses propriétés intrin-
séques. On appellera segment ! toute classe de nombres ration,
nels non nulle, qui ne comprend pas tous les nombres
rationnels, qui comprend tous;les nombres rationnels plus
petits qu'un quelconque de ses éléments, et tellz que chacun
de ses éléments est plus petit qu’un autre de ses éléments (de

1. Cette conception du nombre irrationnel comme un segment (Zahlen-
strecke) est due & Pascn, Linleitung in die Differential- und Integral-Rech-
nung.(Leipzig, 1882).
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sorte qu'aucun d'eux n’est le maximum). Ces deux derniéres
conditions s'expriment trés simplément en symboles. Soit §
I’ensemble des nombres rationnels plus petits que 1 (fractions
propres) ; 6« sera 'ensemble des nombres rationnels plus pelits
que 2. Par extension, si # est une classe de nombres, 6u sera
la classe des nombres plus petits que quelque w. Cela posé, les
deux conditions énoncées signifient que, si u est un segment,
on a & la fois : Buow, et wobu, cest-a-dire : Su=wu. On
démontre aussitét que 6 est un segment, el que,si z est un
nombre rationnel, r est un segment (ce qui implique que
962 = 6x). Mais la récipruque n'est pas vraie : {ous les seg-
ments ne sont pas de la forme 6z, # étant un nombre rationnel.
1l y a done, pour parler grossiérement, pslus de segments que
de nombres rationnels. Ces segments seront, par définition, les
nombres réels. On définit aisément leur addition et lear mul-
tiplication, et I'on démontre que ces opérations jouissent des
mémes propriétés que les opérations de méme nom sur les
nombres rationnels. Une partie des nombres réels correspon-
dent aux nombres rationnels : ce sont les segments de la forme
82; mais, & parler rigoureusement, ils ne doivent pas étre
identifiés & ceux-ci; de méme qu'ancun nombre rationnel
n’est un nonibre entier, aucun nombre réel n’est un nombre
rationnel. Un nombre rationnel est une relation de deux
nombres entiers (un rapporf), et un nombre réel est un
ensemble de nombres rationnels. Par exemple, on distin-
guera trois nombres 1 : le nombre entier 4; le nombre ratien-
nel 1, qui est le rapport de 1 a1 (ou le rapport de = & n, iden-
tique au précédent); et le nombre réel 1, qui est Pensemble
des nomhres rationnels plus petits que le nombre rationnel 4
(ensemble désigné par 6). On voit que dans cette conception
Dexistence des nombres réels ne fait pas plus question que
celle des nombres rationnels : les nombres rationnels existent,
en tant que rapports des nombres entiers; les nombres réels
existent, en tant qu'ensembles de nombres rationnels.

La coneeption précédente n’est pas si éloignée qu'il semble
de la conception ordinaire du nombre irrationnel, et elle en
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est directement issue. En effet, au lieu de concevoir le nombre
irrationnel comme limite commune des deux classes (supé-
rieure et inférieure) qui le définissent, il revient au méme (et
il est plus simple) de le concevoir comme limite supérieure de
la classe inférieure. Voici d’abord comment on définit la limite
supérieure (qu'on représente par le symbole V) :

u,veCls’R.gqu.gquio:u=1Vo.=.0u=6v Df

« Siu et v sont des classes non nulles de nombres rationnels
positifs, dire que la limite supérieure des u est égale a celle
des v, ¢’est dire que les classes 6u et fv sont égales (identi-

ques). » G'est 13 une définition par abstraction, qui consiste
a définir, non pas le symbole l'u en fonction de symboles
connus, mois seulement 'égalité de deux tels symboles. On

définit ensuite les nombres réels positifs (Q) comme suit :
Q=I'[CIs'R ~ uz (gu . gR-Hu)] Df

« Un nombre réel est la limite supérieure d'une classe non
nulle de nombres rationnels u, telle qu'il y a des nombres
rationnels non inférieurs a quelque u . »

Il importe de remarquer que cette formule définit en bloe
tous les nombres réels (et non pas seulement les nombres irra-
tionnels) comme limites supérieures d'ensembles de rationnels.
Si I'on veut faire rentrer 'ensemble des nombres rationnels
dans le nouvel ensemble des nombres réels, il faut recourir a
une nouvelle définition, qui fixe I'égalité et I'inégalité d'un
nombre rationnel par rapport & une limite supérieure :

ueCls’R.acR.0:a<'u.=.acbu " Df
e e wosa=lu.=.0a="5u Df

« 8i a est un nombre rationnel et » un ensemble de nombres
rationnels, dire que a est inférieur & l'u, ¢’est dire que a est
inférieur & quelque u; et dire que « est égal & 1'u, c'est dire
que les classes 8a et 6u sont égales (identiques). » Il en résulte

1. C'est-a-dire : « qui ne contient pas tous les nombres rationnels ».
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que a est la limite supérieure du segment 6a, ¢’est-a-dire de
I'ensemble des nombres rationnels plus petits que lui. Mais,
on le voit, c'est moyennant une convention qui identifie un
nombre rationnel a une limite supérieure. Sans elle, rien ne
permet d’affirmer que' le nombre rationnel a est la limite
supérieure des nombres rationnels inférieurs & lui. Or les deux
définitions précédentes sont défectueuses, car ce sont encore
des définitions par abstraction : elles ne définissent ni a ni l'z,
mais leur égalité ou inégalité. Et ce qu’il y a de plus grave,
c’est quelles établissent ces relations entre des notions déja
définies séparément. En vertu de la définition de la limite supé-
rieure, or a:
ba =0u.=.Va=1u

et, en rapprochant cette égalité de celle-ci : a=1u, on en
conclut immédiatement : a =1'a, ce qui est une autre forme
de la méme convention, Rien ne justifie cette identification du
nombre rationnel @ & une limite supérieure quelconque, fiit-ce &
celle de Pensemble formé du seul nombre rationnel a.

Mais, d’autre part, la limite supérieure n'ayant été définie
que par abstraction, rien ne permei d’affirmer l'existence ni
I'unicité de celte entité nouvelle. Pour cela, il faudrait en avoir
une définition nominale. Or, puisque égalité Vu=—1v équi-
vaul & 1'égalité du=—=0v, ef gu’elle n’a méme pas d’autre sens,
il est tout naturel de poser par définition :

Vu=bu

¢’est-a-~dire de supprimer la notion de la limite supérieure et
de considérer uniquement les segments. En effet, quel que soit
Pensemble %, cn a:

fu = 66u,

c'est-a-dire que ’ensemble fu est un segment. On est ainsi
conduit a identifier le nombre irratiocnnel au segment dont il
est la limite supérieure, et plus généralement, & eoncevoir tous
les nombres réels comme des segments de nombres rationnels,
ce qui est la théorie de M. RusseLL. Séulement alors il ne faut



DEFINITION DU NOMBRE TRRATIONNEL 89
plus poser la définition :
a=1u.=.9a =du

c'est-d-dire identifier un nombre rationnel 3 une limite supé-
rieure, car on serait amené  l’identifier 2 I'ensemble des nom-
bres ralionnels plus petits que lui (a=Vu.lu=06u.ou=0a.
9. a=+6a). Ou bien il faut entendre par a, non plus le nombre
rationnel a, mais le nombre réel a qui lui correspond. C’est
ainsi, en particulier, qu'on pourra dire que le nombre réel 1
est l'ensemble 9 des nombres rationnels plus pelits que 1
(nombre rationnel)?,

Bien que la définition formelle de la limite supérieure exclue
le cas ou la classe considérée comprend la tolalité des nombres
rationnels, on est conduit, par une généralisation naturelle et
légitime, & concevoir Vinfini comme la limite supérieure de
Pensemble des nombres rationnels (ou mieux comme cet
ensemble méme, ce qui supprime la question d’existence). 11
importe de remarquer que c'est Ia infini comme nombre réel,
distinet de I'infini rationnel (rapport d'un nombre entier non
nul & 0) et de I'infini entier (nombre cardinal o, ou nombre
ordinal o); de méme que le zéro réel (limite inférieure des
nombres rationnels positifs non nuls) se distingue du zéro
rationnel (rapport du zéro entier & un nombre entier non nul)
et du zéro entier. Toutes ces distinctions sont analogues & celles
que nous avons établies entre les divers nombres 1, et tout
aussi justifiées.

Mais, d'autre part, comment s’expliquer la confusion cons-
tante et traditionnelle qui s’est établie entre ces diverses géné-
ralisations du nombre, qui ne sont méme pas, a vrai dire, des
nombres, ce terme devant, semble-t-il, étre réservé aux nom-
bres entiers? 11 ne suffit pas d’invoquer le soi-disant principe
de permanence de HANKEL, qui d'abord est faux, altendu que

1. Formulaire de Mathématiques (1903), § 42; ef. Praxo, Sui numer: irra-
zionali (Revue de Mathématiques, t. VI, p. 126-140), ol 1'on trouve de nom-
breuses indications historiques et bibliographiques sur cette question, et
le résumé des principales théories proposées.

Coururat. — Les principes des mathématiques. 1
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les opérations arithmétiques ne conservent pas, d'une espéce
& Pautre, toutes leurs propriétés, et qui, fat-il vrai, n’aurait que
la valeur d’un motif esthétique d’analogie et pour ainsi dire de
sentiment!. Il ne suffit pas non plus de dire, avec M. Russeir,
que les mathémaliciens ont, en vertu du caractére formel de
leur seience, une tendance invincible a identifier deux ordres
d’entités entre lesquels ils découvrent ou établissent une cor-
respondance univoque et réciproque. La vraie raison est la
suivante : toutes les espaces de nombres ont ceci de commun,
qu’elles servent & la mesure des grandeurs, et ¢’est pourquoi
on les appelle toutes du méme nom. Le nombre est, au sens
le plus général, le symbole d’une grandeur, ou plutét du
rapport de deux grandeurs (d'une grandeur quelconque a
P’unité de grandeur de son espéce) . Cest 13, en tout cas, I'ori-
gine historigue de la généralisation du nombre. Les nombres
irrationnels étaient inconnus d’EgeLing, et ce qui lui en tenait
lieu, ¢’était les rapports de grandeurs (livre X des Eléments).
Par conséquent, ce qu’on appelle le continu numérique est né,
kistoriquement, du continu géométrigue, notamment du fait des
grandeurs incommensurables. Mais il faut se garder de tirer de
l& des conclusions contraires & Papriovité des Mathématiques
pures. D’ailleurs, lors méme que le continu numérique serait
dérivé du eontinu géométrique, il ne s’ensuivrait pas qu'il
procéde en quoi que ce soit de Dintuition spatiale (pure ou
empirique, peu importe ici). En effet, le continu géométrique
vest pas et ne peut pas étre un objet d’intuition. On parle
quelquefois du continy physique comme du modéle (imparfait)
d’aprés lequel I'esprit humain aurait créé le continu mathéma-
tigue; mais il n’y a pas, il ne saurait ¥ avoir de continu phy-
sique. Ce que I'on appelle ainsi, ¢’est {tout au plus) des suites
compactes de points, analogues & Pensemble des nombres
rationnels. Or, en admettant méme {ce qui est déja excessif)
quune suite compacte soit donnée dans Vintuition, rien

1. Praro, Principio de perimanentia, ap. Revue de Math., t. ViiI, p. 84.
2. Clest ainsi que Newroy le définit an début de son Arithmetica uni-
verselis,
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n’oblige ni méme n'autorise & compléter une telle suite par
des points irrationnels, de maniére a la rendre continue.
Jamais aucune expérience ni aucune mesure ne nous révélera
un point irrationnel ou une grandeur incommensurable. De
telles notions ne peuvent donc étre qu'a priori, et indépen-
dantes de toute intuition.

§ B. — DEFINITION DU CONTINU.

Cette conclusion, qui nous parait déja suffisamment établie
par les arguments négatifs qui précedent, se trouve confirmée
par un argument positif péremptoire, qui est que I'on peut
construire logignement et de toutes pidces la notion du con-
tinu, non seulement sans invoquer le continu géométrique,
mais méme sans faire appel & I'idée de grandeur, uniquement
avec des considérations d’ordre. C'est 12 une des conquétes les
plus importantes de la philosophie des Mathématiques; nous
avons déjd eu V'occasion de la signaler’, mais M. RUSSELL en a
fait ressortir toute l'importance en lincorporant a son sys-
teme. En deux mots, elle consiste en ceci, qu’on peut (et qu'on
doit méme) détinir le continu d’une maniére purement ordi-
nale, sans faire intervenir aucune notion métrigue (de grandear
ou de distance).

C'est & M. Georg Canrtor quappartient le double mérite,
d’abord, d’avoir donné la premiére définition logique et précise
du continu, ensuite, de 'avoir dégagée de toule considération
de grandeur. Pour bien comprendre la définition ordinale du
continu, il faut partir de la définition métrique qui en a élé
donnée en premier lieu 2. Aux termes de celle-ci, un ensemble
continu est un ensemble parfail et bien enchainé (susammen-
hingend). Rappelons bri¢vement la définition de ces attributs.
Un ensemble E de points (ces points n'étant pas autre chose

1. Sur la définition du continu, ap. Revue de Métaphysique et de Morale,
t. VIII, p. 457-168 (mars 1900).

2. G. CANTOR, Grundlugen einer allgemeinen Mannichfaltigheitslehre, ap.
Math. Annalen, t. XXI (1883).
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que des valeurs numériques) a pour point-limite un point @
{appartenant ou non & U'ensemble), si dans le voisinage de x
il'y a une infinité de points appartenant & E, cest-a-dire, plus
rigoureusement, si, étant donné un nombre &, si pelit qu’il
soit, il exisle au moins un point de E dont la distance a x soit
moindre que . Un ensemble parfait est un ensemble qui con-
tient tous ses points-limites, et dont tous les points sont des
poinis-limites; en d’autres termes, puisqu'on appelle dérivé
d’un ensemble 'ensemble de ses points-limites, un ensemble
parfait est un ensemble identique & son dérivé : il le contient
et y est conlenu & la fois. D'autre part, un ensemble E est dit
bien enchainé, si, étant donnés deux points queleonques de E,
Po 6t p, on peut trouver dans E une suite de points 14y Payees Pa
{en nombre fini ) telle que les distances de deux points con-
sécutifs, & savoir : pg,, Py,... Pap, soient toutes inférieures
& un nombre donné ¢, et cela si petit que soit ce nombre (il est
clair que, plus « est petit, plus » grandit, mais il ne doit pas
eesser d’étre fini).

On voit que les deux attributs qui servent & définir le continu
impliquent l'idée de grandeur ou de distance. En outre, celte
définiticn de la continuilé est essentiellement relative : on ne
définit en éffet un ensemble continu que parrapport & un autre
ensemble. déja continu (qu'on appelle métaphoriquement
Vespace), ou il est supposé plongé, et oit il peut posséder des
points-limites qu'il ne contient pas. Par suite, cette définition
de 'ensemble continu présupposait la notion générale d’espace
continu, c'est-a-dire une aulre nolion, antérieure et absolue,
de la continaité. Or il se trouve que la définition absolue du
continu au moyen de ses propriétés intrinséques est en méme
temps affranchic de toule considération de grandeur, et
implique uniquement des relations d’ordre. Clest celte défi-
nition ordinale qu’it nous reste a exposer *.

1. G. Caxror, Beilrige zur Begrindung der {ransfinilen Mengenlehre, ap.
Math. Annalen, t. 56 {1895) et 49 (1897); trad. par Marotle sous le titre :
Sur les fondements de la théorie des ensembles transfinis (Paris, Hermann,

1899). — Toutefois, nous devons mentionner que, dés 1894, M. ExriQues
donnait une définition purement ordinale de la continuité de la ligne
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De méme que la définition des nombres irrationnels repose
sur la considération des nombres rationnels, la définition ordi-
nale du continu repose sur la considération d'un ensemble
semblable 3 TI'ensemble des nombres rationnels, c¢’est-d-dire
possédant les mémes propriétés ordinales. Ces propriétés sont
les suivantes : ‘

1° C’est un ensemble dénombrable ;

2° Il n’a ni premier ni dernier terme;

3° Il est compact, c'est-a-dire qu’entre deux termes quel-
conquesil y en a un autre.

Ces trois propriétés sont purement ordinales; carla premiére
(la seule pour laquelle cela n’est pas évident) équivant a ceci :
« I'ensemble peut étre rendu semblable & une progression »;
or on a défini la progression indépendamment de l'idée de
nombre cardinal!. Ces propriétés définissent le type d’ordre x
de l'ensemble des nombres rationnels, et par suite de tout
ensemble semblable a celui-1a 2,

Dans I'ensemble « ainsi défini, on peut considérer ce que
M. Cantor appelle des suites fondamentales ascendantes ou
descendantes. Une suite fondamentale est une progression (du
type d'ordre w) dont les termes se¢ suivent dans le méme ordre
que dans I'ensemble 4, auquel cas elle est dite ascendante, ou
dans P'ordre inverse, auquel cas elle est dite descendante. On
peut se borner & considérer les suites fondamentales ascen-
dantes, et cela sera sous-entenda désormais. Une suite fonda-
mentale S a une limite, si dans I'ensemnble 4 il y a un terme
qui est le premier aprés tous les termes de S. Aulrement dit,
un terme x est la limite de la suite fondamentale S, si tous les
termes de S sont inférieurs (antérieurs) & z, et si chaque terme

droite : Sui fondamenti della Geometrig projettiva, postulat VII, ap. Rendi-
conti del R. Istituto Lombardo, ser. II, vol. XXVIL,

1. Comme le remarque M. RusseLL, ces trois propriétés sont relatives a
deux maniéres différentes d’ordonner les nombres rationnels : les deux
derniéres les supposent rangés par ordre « de grandeur », tandis que la
premigre les suppose rangés sous forme de progression {op. cit., § 278).

2. Le type d’ordre étant, par définition, le concept obtenu par I'abs-
traction effectuée sur tous les ensembles semblables 4 un méme ensemble,
ou, en extension, la classe de ces ensembles.
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supérieur {postérieur) & tous les termes de § est supérieur
(postérieur) & =. Cela posé, on dit qu’un ensemble est parfail,
si toutes ses suites fondamentales ont des limites, et si tous
ses termes sont des limites de suites fondamentales.

On remarquera que la notion de limile, et par suite celle de
parfait, sont maintenant définies d’'une maniére purement ordi-
nale, et de plus intrinséque, c'est-a-dire sans considérer aueun
élément extérieur 4 ensemble en question. Mais P’attribut de
parfait ne suffit pas encore & définir un ensemble continu : il
faut y ajouter ce fait, que cet ensemble contient un ensemble
du type d’ordre 1. On est ainsi amené a la définition suivante
du type d’ordre 6 du continu linéaire :

« L’ensemble 8 est parfait, et contient un ensemble dénom-
brable E tel qu'entre deux termes de 6 il y a au moins un
terme de E. »

Cette définition est suffisante, car on peut démontrer que
I'ensemble E caractérisé par ces trois propriétés (d'étre dénom-
brable, d'étre contenu dans un ensemble parfait, et d'avoir un
terme entre deux termes quelconques de celui-ci) posséde le
type d’ordre .

On remarquera l'analogie de cette définition du continu avec
celle des nombres irrationnels. On peut rendre cette analogie
plus étroite encore en substituant les segments aux suites
fondamentales dans la définition du continu. Etant donné un
ensemble E ordonné du type d’ordre =, c’est-a-dire dénom-
brable et compact, on peut y définir des segmenis, comme
dans Pensemble des nombres rationnels. Un segment sera un
ensemble S qui contient quelgues termes de E, mais non tous,
qui ne contient pas de dernier terme, et qui contient tous les
termes de E qui précédent un terme quelconque de S. Cette
définition est, comme on voit, purement ordinale. Or chaque
segment contient virtnellement une infinité de suites fondamen-
tales ayant pour limite sa propre limite supérieure. Dire que
toute suite fondamentale a une limite, c’est dire que tout seg-
ment aune limite supérisure ; et comme cette limite supérienre
doit, par hypothese, étre contenue dans V'ensemble total (o
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Pensemble E se trouve compris), c'est dire que cet ensemble
total est semblable & l'ensemble des nombres réels, et par
conséquent continu. ‘
M. Warreneap a simplifié cette définition en la remplagant
par la définition équivalente que voici : « Une suite est con-
| i |
0 1 2
Fig. 1.

tinue : 1° quand elle a un premiér et un dernier terme, et quand
tous ses segments (tant supérieurs qu'inférieurs) ont une
limite; 2° quand elle contient une suite dénombrable compacte
telle qu'il y ait un terme de celle-ci entre deux termes quel-
conques de la premiére ! ».

Pour montrer la différence des deux définitions de la conti-
nuité (la définition ordinale et la définition métrique), il suffit
d’analyser quelques exemples simples. Considérons d’abord
Uensemble des nombres réels compris enlre 0 et 2; il est figuré
par le segment 0 —2, c'est-a-dire par un ensemble de points
linéaire et continu {fig. 1). Coupons ensuite ce segment immé-

0 ST 2
Fig. 2.

diatement avant le point 1, et séparons les deux trongons :
I'un composé de tous les points compris entre 0 inclus et 1
exclu, 'autre composé de tous les points compris entre 1 et
2 inclus (fig. 2). L’ensemble des deux trongons ne sera plus
continu au sens métrique, puisqu’il n’est plus bien enchainé :
il y a une distance finie entre le point 4 et I'un queleconque des
points (de I'ensemble) situés & sa gauche. Mais il sera encore
continu au sens ordinal, car le point 1 est toujours la limite
(an sens ordinal) des points qui le précedent, il est toujours
(dans I’ensemble) le premier aprés tous les points du premier

. RusseLy, op. cit., p. 299, note.
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trongon *. Au lieu de considérer des points que nous déplagons
dans P'espace, c'est-a-dire une image géométrico-physique,
nous pourrions considérer des nombres purs et fixes : l'en-
semble des nombres réels compris entre 0 inelus et 1 exelu, et
entre 2 et 3 inclus, est continu au sens ordinal sans I'étre au
sens métrigne : car ’il y a un intervalle fini (> 1) entre le
nombre 2 et chacun de ceux qui le précédent, il n’en est pas
moins le premier aprés ceux-ci, et il est leur limite ordinale,
au méme iitre que le point 1 est leur limite métrique. On voit
par ces exemples quelle est la différence essentielle entre les
deux continuilés : la continuité ordinale est intrinséque, elle
repose uniquement sur les relatiops internes des éléments de
I'ensemble, et ne tient aucun compte des éléments étrangers;
tandis que la continuité métrique est relative a la situation de
Pensemble considéré au sein d’un autre ensemble, qui est
continu, et dont les éléments entrent en considération. La
continuité ordinale est done la seule primitive et absolue.

On pourrait imaginer des ensembles plus compliqués, qai
seraient continus au sens ordinal tout en étant absolument
discontinus au sens métrique. Voici un procédé trés général
et irés simple pour construire de tels ensembles. Concevons
gue tous les nombres réels compris entre 0 et 1 soient écrits
dans le systéme binaire, c’est-a-dire sous forme de nombres
« bimaux » dont les chiffres seront tous 0 ou 1; on a évidem-~
ment ainsi un ensemble continu (tant au sens métrique qu’au
sens ordinal). Lisons maintenant tous ces nombres dans le
systéme décimal {ou dans tout autre systéme de numération
non binaire}; leur ensemble cesse d’étre continu au sens
métrigue, puisque alors le segment (0—1) comprend d’antres
nombres décimauwx (par exemple ceux gui contiennent 2 parmi
leurs chiftres décimawuz); mais il reste continu au sens ordinal,
attendu que l'ordre relatif des nombres {ou des points corres-
pondants) est resté exactement le méme . En réalité, cette

1. Ce trongon n’est pas continu, mais semi-coniinu, dans le style de
M. Canros, ear il lui manque un peint-limile (qui est 1).
2. Celte méthode est due & M. Peaneo, Rivista di Malematica, t. 11, p. 41,
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transformation, qui fait image, représente une correspondance
purement statique établie, par l'intermédiaire des nombres
indiqués, entre deux ensembles de valeurs ou de points dont
T'un constitue Vintervalle continu (0,1) et dont I'autre au con-
traire ne comprend qu'une partie des points de cet intervalle !.
Néanmoins, celui-ci est tout aussi continu que P'autre au point
de vue ordinal, puisque l'ordre de ses éléments est le méme :
si un nombre (ou plutét : une expression numérique) est supé-
rieur & un autre dans le systéme binaire, il lui est aussi supé-
rieur dans le systéeme décimal, et réciproquement 2,

Les définitions précédentes du continu ne sont guére intui-

tives, il faut en convenir. Néanmoins, elles suffisent & fonder
non seulement I’Analyse, mais méme la Géométrie. C’est 1a un

fait extrémement important, et de grande conséquence en
philosophie, que le continu géométrique puisse se réduire au
continu numérique qu'on vient de définir. Ce fait réfute défini-
tivement toutes les doctrines qui considérent la notion du
continu comme provenant de lintuition sensible, et comme
réfractaire & I'entendement.

On verra en Géométrie des définitions plus simples et plus
intuitives du continu (par exemple de la continuité de la ligne
droite), mais ces définitions seront exactement équivalentes
aux précédentes, et leur simplicité relative vient du fait qu'un
certain nombre des conditions de la continuité se trouvent
impliquées déja dans la définition de.la ligne droite.

Voir ScrosrLies, Bericht iber die Mengenlehve, ap. Jahresbericht der
deutschen Mathematiker-Vereiniqung, t. Vi1, n° 2, p. 8%, 98, 102 (1900).

1. Il est méme nulle part dense dans cct intervalle. On a ainsi une
correspondance biuniforme entre un ensemble continu (done partout dense)
et un ensemble nulle part dense, de telle sorte qu’ils sont semblables. Une
telle correspondance a été découverte par Harxack (Math. Annalen, t. 23).

2. Les nombres qui n’ont qu'un nombre fini de chiffres « bimaux » ont
deux expressions, dont 'une ne comprend que des zéros & partir d'un
certain rang, tandis que l'autre ne comprend que des 4 & partir du méme
rang. Pour rendre la correspondance biuniforme, il convient de supprimer
une de ces expressions, par exemple celle qui conlient une infinité de 1.
Cette remarque met en é¢vidence la discontinuité méirique de I'ensemble
des nombres décimaux correspondants : car cet ensemble ne contient
manifestement aucun point compris ‘entre les 2 points qui correspondent
4 deux expressions bimales équivalentes, comme par exemple: 0,01111 ....
et 0,1000..... (c'est-a-dire, dans le systeme décimal, entre 0,02 et 0,1).




CHAPITRE V

L'IDEE DE GRANDEUR

La conception traditionnelle des Mathématiques, qui a régné
jusqu’au milieu du xixe sieele, faisait de la grandeur 'objet
essentiel de cetie science; le nombre lui-méme était considéré
comme une espice de grandeur, la grandeur discréte, par
opposition & la grandeur continue. Depuis lors, c’est devenu
un dogme universellement accepté, que la Mathématique pure
repose entierement et uniquement sur l'idée de nombre, et
méme de nombre entier. Or nous avens vu, d’une part, que
Pidée d’ordre est un objet de la Mathématique pure, et qu’elle
est irréductlible a Pidée de nombre, puisque celle-ci {en tant
que nombre cardinalj ne contient aucune considération
d'ordre; et, d'autre part, que les nombres en tant qu'objets de
la Mathématique pure peuvent se réduire & leurs propriélés
ordinales, et que le continu lui-méme, qui scmblait 'attribut
caractéristique de la grandeur, peut se définir d’'une maniére
purcment ordinale. Il semble donc gue D'objet essentiel ou
principal de la Mathématique pure soit,non plus l'idée de gran-
deur ni l'idée de nombre, mais plutol I'idée d’ordre, et que
celle-ci ait détréné les deux autres, qui ont si longtemps oceupé
le premier rang. Dans tous les cas, il y a un résultat certain,
c'est que I'on peut coneevoir et définir le continu sans aucune
considération de grandeur : et c’est pour mieux marquer cette
indépendance que nous avons traité la notion du continu avant
celle de la grandeur. Selon M. RusseLr, l'idée de grandeur
serait inutile et méme étrangére & la Mathématique pure, parce
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qu'on ne pourrait pas la définir sans quelque appel & l'intui-
tion; ou du moins, on ne pourrait la définir que par postulats,
ce qui ne permettrait pas d’affirmer I'existence de 'objet défini ;
cette existence ne pourrait étre donnée que par 1'expé-
rience . Pour comprendre et apprécier cette thése paradoxale,
il convient d’exposer la théorie de la grandeur de M. RusseLL.

o

§ A. — DEFINITION D& LA GRANDEUR.

Il y a d’abord une distinction capilale a établir entre la
grandeur et la quaniité. La grandeur est la quantité absiraite,

1a quantité est la grandeur concréte; la premiére est ce qu’on
appelle un état de grandeur, la seconde est I'objet lui-méme

auquel on attribue cet état. Ces deux notions sont constamment
confondues dans le langage et dans 'usage, de méme que sont
confondus, en général, le sens concret et le sens abstrait d'un
méme terme 2. [l n'en est que plus utile de les distinguer soi-
gneusement; et cetle distinction a une grande importance
théorique. En effet, on congoit fréquemment les grandeurs
comme pouvant étre égales aussi bien qu’inégales (¢'est méme
une des fagons banales de définir la grandeur); or, au point de
vue logique, des grandeurs différenies ne peuvent pas étre
égales; ce qu'on nomme vulgairement des grandeurs égales,
ce sont des quantités égales, c’est-a-dire qui possédent la méme
grandeur. Seul, 'empirisme peut refuser d’admettre que, si
deux objets sont égaux, c’est en tant qu’ils représentent et
incarnent une méme grandeur abstraite, Mais, du moment
gwon admet entre quantités concrétes une relation symétrique

1. On pourrait croire que la méme objection vaut contre les diverses
especes de nombres que nous avons définies précédemment. Ce serait une
erreur, car les définitions que nous en avons données étaient toutes
nominales, et montraient par suite immeédiatement I'existence de 'objet
défini. On a vu que c'est précisément pour cela que M. RusssLL a choisi
les définitions de cette forme.

2. La rougeur et une rougeur, la longueur et une longueur (de sorte
qu’on pourrait dire : la longueur d’une longueur). Une langue artificielle
comme PEsperanto permet de faire cette distinction logique, inconnue des
langues naturelles, parce qu'elle est inconnue du vulgaire.
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et transitive appelée égalité, on peut, en vertu du principe
d'abstraction, la ramener & une identité de relation. Le terme
unique auquel toutes les quantités égales seront alors rap-
portées sera par définition leur grandeur commune, et ainsi
leur égalité se réduira & une identité de grandeur.

Cette distinction permet de décider entre deux théories de la
grandeur que M. RusseLi appelle la théorie relativiste et la
théorie absolutiste. Dans la théorie relativiste, les grandeurs
sont susceptibles des deux relations d’égalité et d’inégalité, ou
plus précisément des trois relations : égal a (=), plus grand
que (>), plus petit que 2<) Cette théorie a besoin pour se
constituer des kuit axiomes suivants (A, B, C étant des gran-
deurs d'une méme espéce) :

I.Ou A=B,ou A>B, ou A<B (les 3 cas étant dis-
joints).
II. 1l y a une grandeur B égale & A, quelle que soit A.
L. SiA=B,ona:B=A.
IV. SiA=B,e¢tB=C,ona: A=0C.
V.SiA>B,ona:B<A.
VI.SiA>BetB>C,ona:A>C.
VII.SiA>BetB=GC,ona:A>C.

VIII.SiA=BetB>C,ona:A>C

De ces axiomes on peut déduire qu'une grandeur peut tou-
jours étre substituée & une grandeur égale dans une égalité ou
une simple inégalité !, et que 'on a : A= A pour n’importe
quelle grandeur A. Cela fait présumer que I'égalité de grandeur
n’est en réalité qu'une identité, et c’est ce que le principe
d’'abstraction permet daffirmer. Le bon sens confirme cette
conclusion : il est raisonnable d'admettre que les grandeurs
égales ont en commun quelque chose de plus que les autres
grandeurs de la méme espéce, qui leur sont inégales; et il est

4. On sait que cette propriété (possibilité de substitution} était pour
Lesxiz la définition de I'égalité logique ou identité : « ladem sunt,
quorum unum in alterius locum substitui potest salva veritate. » (Phil.
Schriften, t. V1I, p. 219.) Mais le principe de la substitution des équivalents
n’ezt pas plus un axiome en Mathématique gu’en Logique {ef. p. 12,
note 1, et p. 107, note 1).
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paradoxal de soutenir que deux grandeurs égales ne different
de deux grandeurs inégales que par le fait méme de la relation
extrinséque qui les unit : égalité pour les premiéres, inégalité
pour les secondes. LErsniz edt dit que c’est contraire au principe
de raison, suivant lequel toutes les relations d’'un objet doivent
avoir leur fondement dans ses propriétés intrinséques. Mais ce
principe de raison est trop général et trop vague, et il est
remplacé avec avantage par le principe d’abstraction !,

La théorie absolutiste doit done élre préférée, d’autant plus
que, comme on va le voir, elle repose sur des principes plus
simples et réalise une notable économie de postulats. Dans
cette théorie, répétons-le, deux grandeurs ne peuvent pas étre
égales, ou alors elles sont identiques (cette thése est parfaite-
ment conforme 4 la thése analogue en Arithmétique, suivant
laquelle il n’y a pas de nombres égaux, mais bien le méme
nombre incarné dans des collections différentes)2. Par consé-
quents, deux grandeurs différentes sont nécessairement iné-
gales; et cette relation d’inégalité sert & caractériser les gran-
deurs d’'une méme espice : deux grandeurs sont de méme
espéce, quand 'une peut étre dite plus grande ou plus petite
que l'autre. Les axiomes nécessaires pour constituer cette
théorie sont au nombre de quatre seulement, a savoir :

I. Aucune grandeur n’est plus grande ou plus petite qu’elle-
méme.

I1. De deux grandeurs A, B {différentes), ou bien A > B, ou
bien A < B.

III.SiA>B,ona:B <A,

IV.SiA>BetB>C,ona:A>C.

On voit & quoi tient la plus grande simplicité de ce systeme :
c’est que tous les axiomes relatifs & I’égalité en ont disparu, et
cela se comprend, puisque dans cette théorie I'égalité n'est

i. En vertu de ce principe, une grandeur est (au point de vue de ’exten-
sion) une classe de quantités égales, et (au point de vue de la compré-
hension) I’état commun de toutes ces quantités (leur qualité commune).

2. Cf. HoLvER, die Axiome der Quantitdt und die Lehre vom Mass, p. 4,
note 1; ap. Berichte der kin. sichs. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Leipsig, math.-phys. Classe, t. 53 (1901).
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pas une relation originale et indéfinissable, mais simplement
I'égalité logique oun identité !. Quant a I'inégalité, seule notion
indéfinissable de cette théorie, elle se trouve définie implicite-
ment par ses propriétés : ¢’est une relation asymétrique tran-
sitive (en vertu des axiomes III et IV).

Nous avons défini en passant ce qu'en appelle une espéce de
grandeurs, en disant que deux grandeurs sont de méme espéce,
si Pune est plus grande que 'aotre. C'est 1a une définition par
abstraction qui est insuffisante. Mais, tonjours en vertu du
principe d'abstraction, il doit exister un terme commun auquel
toutes les grandeurs d'une méme espéce sont rapportées, et
c'est leur relation & ce terme qui permet de dire qu’elles sont
de cette esptee particuliére. C’est 12 un nouvel axiome de la
présente théorie. La relation d’'une grandeur particuliere a
son espéce est la relation d'un individu & une classe a laquelle
il apparlient, ou (en compréhension) au concept sous lequel on
peut le subsumer 2. Toutes les espéces de grandeur, a leur tour,
peuvent étre subsumées sous le concept général de grandeur,
et sont des individus de la classe grandeur. Celle-ci est donc
une classe du second ordre (une classe de classes) par rapport
aux grandeurs particuliéres.

Il reste & formuler un dernier axiome, qu'on peut appeler le
priacipe des indiscernables appliqué aux grandeurs. [l peut
s’énoncer ainsi : « Deux grandeurs {différentes) de méme espéce
ne peuvent coexister dans les mémes relations entre les mémes
termes ». Autrement dit, puisque les grandeurs concrétisées
dans P'espace et dans le temps se nomment des guantités, une
méme quantité ne peut correspondre 4 deux grandeurs diffé-
rentes de la méme espéce; ou encore, la relation d'une quan-
tité & la grandeur correspondante est wniforme : chaque
quantité détermine d’'une maniére univoque la grandeur cor-

1. Clest ce qui justifie Pemploi du méme signe (=) pour les deux
égalités. Cf. p. 49, note 4.

2. C'est en ce sens quil faut interpréter les locutions comme : une
grandeur de plaisir. Il n’y a pas 12 deux objets, un plaisir et une gran-
deur, mais un seul objet, & saveir un plaisir qui est une grandeur de
Iespece plaisir {RusseLy, op. eit., § 163).
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respondante, et cela se comprend, puisque cette grandeur est
tirée par abstraction de cette quantité.

La théorie que nous venons d’exposer est tres générale : elle
porte sur toutes les espéces de grandeurs, aussi bien intensives
qu’extensives, par le fait méme qu’elle n’implique entre les
grandeurs de méme espéce qu'une seule relation, celle d’iné-
galité. Or, comme le remarque M. RuUSSELL, on considére habi-
tuellement les grandeurs comme caractérisées par deux pro-
priétés : l'inégalité d'une part, et la divisibilité d’autre part.
De ces deux propriétés, I'inégalité est la plus générale, car ce
qui distingue les grandeurs intensives des extensives, c’est
justement qu’elles soutiennent entre elles des relations d'iné-
galité sans étre divisibles, sans que les plus grandes puissent
étre concues comme contenant les plus petites ou comme com-
posées par l'addition des plus' petites (que l'on pense, par
exemple, aux degrés de lempérature)!. On pourrait définir les
grandeurs intensives : celles qui sont susceptibles d’inégalité,
mais non d’addition; et les grandeurs extensives : celles qui
sont susceptibles & la fois d’'inégalité et d’addition. Or, tandis
que dans les grandeurs intensives la relation d’inégalité est
nécessairement prise comme indéfinissable, dans les grandeurs
extensives elle peut se définir au moyen de l'addition. On peut
done faire une théorie différente et spéciale pour les grandeurs
extensives, qui sont les grandeu‘rs proprement mathématiques.
C’est cette théorie que nous allons maintenant exposer®.

1. Rigoureusement parlant, on doit dire, avec M. RusseLL (op. ¢it., § 162),
qu'aucune grandeur n’est divisible : chaque grandeur est un tout unique.
Quand on dit qu’une grandeur est divisible, on veul dire qu’elle est
égale & la somme de plusieurs grandeurs de la méme espece. La divisi-
bilité revient donc au fond & I’ « addibilité ».

2, D’aprés les travaux de M. Burair-Forai : Formulaire de Mathématiques,
t. 1, ch. v : Théorie des grandeurs (1395) [il est & remarquer que celte
théorie est absente des éditions ultérieure du Formulaire]; Les propriétés
formelles des opérations algébriques, ap. Revue de Mathématiques, t. VI,
p. 141-477 (1900); Sulla Teoria generale delle Grandezze e dei Numeri,
ap. Atli della R. Accademia delle Scienze di Torino, t. XXXIX (1904).
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§ B. — THEORIE DES GRANDEURS EXTENSIVES.

On considére une classe G, et une opération qui, effectuée sur
deux éléments de cette classe, produit un élément de cette classe
(identique ou non & l'un des deux premiers). Pour élucider
cette nolion d’opération, il suffit de dire qu'une opération
binaire (comme celle dont il est question ici) est une relation
ternaire qui & deux éléments de la classe fait correspondre
un élément de la méme classe. Bien entendu, ce dernier élé-
ment, appelé résultal de l'opération, est déterminé d'une
maniers univoque, c’est-a-dire qu’il est unique pour chaque
couple d’éléments donnés. On dit alors que la classe G est une
classe homogéne par rapport a l'opération considérée. Nous
pourrions continuer & raisonner in abstrgcto sur cette opéra-
tion et sur ses propriétés formelles, en la représentant par un
symbole spécial *; mais, pour simplifier les écriiures et les
énoncés, et rendre la lecture plus facile, nous appellerons
cette opération addition, son résullat somme, et nous repré-
senterons la somme des deux grandeurs « et b par le symbole
connu a-+ b. Seulement il ne faut pas oublier qu’il s’agit de
grandeurs, et non de nombres, et que I'opération 4+, bien dis-
tincte de P’addition arithmétique, est uniquement définie par
les propriétés formelles que nous alions énoncer. Notre expo-
sition gagnera ainsi en clarté ce qu'elle perdra en généralité
et en puareté théorique.

On peut étendre le sens et 1'usage du symbole +-, en le fai-
sant porter, non plus sur des individus ou éléments, mais sur
des classes. Soient #, v deux classes de grandeurs G; {u + 2}
représentera la classe des grandeurs obtenues en additionnant
une quelconque des grandeurs » et une quelconque des gran-
deurs ». En particulier, si a est une grandeur individuelle,
{a v} désignera 'ensemble des sommes de @ et des diverses
grandeurs »; et (z - a), I’ensemble des diverses grandeurs u

1. Comme fait M. Burau-Form1 dans le dernier des ouvrages cités, que
nous suivons d’ailleurs dans cet exposé.
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et de a. En outre, jusqu'a preuve du contraire, on doit sup-
poser que les « sommandes » ‘ont un ordre déterminé et ne
peuvent pas étre échangés; autrement dit, que la somme de @
et de b peut n’étre pas égale (identique) 3 la somme de b et
de a. Cela est évident, étant donnée l'indétermination formelle
de I'opération en question, qui peut n’étre pas symétrique.

On définit alors dans la classe G Vélément nul (ou les élé-
ments nuls) par rapport a I'opération +; nous le représente-
rons par O (par analogie avec le nombre 0, dont la grandeur
nulle est néanmoins bien distincte). Voici cette définition :

0=Gnrzs(yeG.0o.2+y=y) Df

« Zéro est une grandeur z telle que la somme de x et d’une
grandeur queleconque y est égale & y. » Cest, comme on dit, le
module de 'addition. Il importe de remarquer que cette défini-
tion, comme toute définition, n’implique ni 'existence ni 'uni-
cité de l'objet défini; cette existence et cetie unicité devront
étre la matiere de propositions spéciales (postulats ou théo-
rémes). Pour le moment, 0 est défini comme une classe qui
peut étre nulle (vide) ou qui peut contenir plusieurs éléments.

On définit ensuite la relation d’indgalité entre les grandeurs
de la classe G, et cela, comme nous l’avons annoncé, au moyen
de l'addition. Plus exactement, on définit d’emblée la classe
des éléments inférieurs & un élément donné a, que 'on repré-
sente par 0a (« plas petit que a ») :

aeG.0.0a=0Gnrz3[acx+ (G-0). v. ae (G-0) + 2]

« a élant une grandeur de la classe G, fa est I’ensemble des
grandeurs 2 de la classe G telles que a est la somme de z et
d’une grandeur G non nulle!. » Comme la notion de somme,
la notion plus petit que s'étend d’un individu & une classe

I b q
quelconque. Soit « une classe de grandeurs G : u représentera

i. Cette somme doit étre entendue dans un sens quelconque, afin de ne
pas impliquer la loi commutative. Cette formule a été corrigée en con-
séquence par M. BuraLi-ForT1 lui-méme, d’aprés M. HuntingToN : A complete

set of postulates for the theory of absolute continuous magnitude, ap. Tran-
sactions of the American Mathematical Society (1902).

8

CouturaT. ~— Les principes des mathématiques.
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la classe des grandeurs plus petites qu’une quelconque des
grandeurs u. Comme les autres, cette définition est susceptible
d’une expression formelle :

ueCls'G .o . bu=wz[gun ys(veoy) Df

« u étant une classe de G, 6u est 'ensemble des x plus petits
que quelque élément y de la classe ut. »

Bien entendu, la relation 8 n'est définie que par rapport &
Pepération désignée par + et dans la elasse G. Si la classe G
est celle des nombres réels positifs, et si 'opération - désigne
leur addition, 6z désigne les nombres plus petits que z. Mais
si la classe G est celle des nombres entiers, et si Popération =
est la multiplication, 6z désignera les sous-multiples de x; et
si lopération - est la division, fiz désignera les multiples de .
Cela montre la généralité formelle de ces définitions, que la
particularité de nos signes ne doit jamais faire oublier.

Enfin on définit une classe limitée de grandeurs G de la
maniére suivante :

Cls lim’ G=CIs’ G ~ u 2 [51u . g G-Hu] Df

« Une classe limitée de G est une elasse de G, u, telle qu'il ¥
a des u, et qu'il existe des grandeurs G non inférieures & un u
quelconque. » Quand on aura prouvé que « non inférieur & »
équivaut & « supériear ou égal & », on pourra dire qu'une
classe limilée de G est une classe non nulle telle qu’il y a des
grandeurs G égales ou supérieures & un u quelconque.

Cela posé¢, voici comment on définit la notion de grandeur,
ou, plus exaclement, d’une espéce de grandeurs :

Une espéce de grandeurs est une classe G homogéne par rap-
port & une certaine opération -, ct qui vérifie les huit postu-
lats suivants :

I. 2, Y,3eG. 243 =Y45.04,..2=Y

1. 1l est inutile de spécifier que ces = sont des G, car cette condition
est impliquée dans la définition de 6, et par suite dans la proposition :
& e fu, jointe & Phypothése : uo G,
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« 8il'on a, entre grandeurs G, I'égalité : x +z—=vy -3, on
a aussi I'égalité : =y . »

IL. a0

« I1 y a (au moins) une grandeur nulle (de I'espéce G). »

III. 7G-0

« Il'y a (au moins) une grandeur G différente de 02 »
IV 2eG-0.yeG.0; . 2+yecG=0

« La somme de deux grandeurs dont une est non nulle est
une grandeur non nulle 3. »

V. 2, Y,5¢G . 0y . 2+ (Y +2)=(+Yy)+5

« Quelles que soient les grandeurs x, y, z de I’espece G, la
loi associative de I'addition est vérifiée *. »

VI. r,yeG.opyix=y.v.xeby.vyechx

« Quelles que soient les grandeurs z, y de l'espece G, ou
bien x est égal & y, ou bien x est plus petit que y , ou bien y
est plus petit que 2 5. »

VIL 2eG-0.0,.70x-0

« Si la grandeur @ n’est pas nulle, il y a une grandeur G plus
petite que x et non nulle ». En d’autres termes, il n’y a pas,
parmi les grandeurs non nulles, de grandeur minimum.

1. L’implication inverse : # =y.0.2 -+ z=y -+ = est impliquée dans la
définition de Popération 4 comme opération uniforme. On voit ainsi que
le prétendu axiome : « Des quantilés égales ajoutéed, a des quantilés
égales donnent des résultats égaux » fait en réalité partie de la définition
de Yaddition, et, par suite, de la définition méme de la grandeur.

2. On remarquera que les postulats I et III sont des postulats d’exis-
tence. 1l en est de méme des postulals VII et VIII. -

3. D’ou, par contraposition : « La somme de deux grandeurs n’est nulle
que si chacune de ces grandeurs est nulie. »

4. On remarquera que la loi commutative de addition ne figure pas
parmi les postulats : elle peut se déduire de ceux-ci. Ce perfectionnement
est dit & HOoLDER, op. cit.

5. Cette formule a été corrigée par M. Burair-Forri (ap. HuntiNeToN,
op. cit.), pour rendre tous les axiomes indépendants les uns des autres.
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VIIL ueClslim' G . 0,. g G ~ & 2 (2 ==6u)

« Si « est une classe limitée de G, il y a une grandeur z telle
que 9z ="0u, c’est-d-dire que ’ensemble des grandeurs plus
petites que = est égal (identique) & I'ensemble des grandeurs
plus petites qu’un u quelconque. » Ce dernier postulat affirme
P'existence d’une limite supérieure x pour toute classe limitée
de grandenrs G (et par suite aussi I'existence d’une limite infé-
rieure pour toute classe de grandeurs G non nulles). Comme
nous le savons déja, ce postulat équivaut & affirmer la conti-
nuité de I'ensemble des grandeurs G 1.

On peut prouver que ces huit postulats sont absolument
indépendants les uns des autres, c'est-a-dire qu’aucun d’eux
n’est une conséquence logique des autres, ou que chacun d’eux
peut étre faux alors que tous les autres sont vrais, ce qui est
la forme Ia plus parfaite d'un systéme de postulats.

On a vo que le postulat II affirme D'existence d’une gran-
deur nulle. On démontre aisément, au moyen du postulat I,
que cette grandeur nulle est unique. Alors, mais alors seule-
ment, on peut parler de /e grandeur nulle comme d'un indi-
vidu.

De I'ensemble des huit postulats énoneés on peut déduire
toutes les propriétés d'une classe de grandeurs absolues, y
compris zéro . On définit I'inégalité (comme relation de deux
grandeurs) de la maniére suivante : ‘

zyeG.oix <y . = . 2eby Df

1. 11 importe de remarquer que la continuité est un attribut, non d’une
grandeur particuliere, mais d’un ensemble de grandeurs. Quand on dit
qu’une grandeur particulidre est continue, on veut dire quelle appartient
& un ensemble continu, ou tout au moins que les grandeurs de la méme
espéce et plus petites gu’'elle forment un ensemble continu.

2. Les six postuiats de M. HuxrineToN (0p. ¢it.) ne portent que sur un
sysleme de grandeurs absolues différenfes de zéro, de sorte qu'on est
obligé de lui adjoindre ensuite la grandeur nulle. Dans son mémoire
Les propriéiés formelles... (comme dans le Formulaire, t.'1), M. BugaLl-
Forti a eu le soin d’indiquer pour chaque théoréme les postulats dont il
dépend, ce gui permet de constater d’un coup d'wil la portée déductive
de chague postulat.
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c’est-a-dire, en vertu de-la définition de 6:
z,yeG.oix<y.=.y=a~+(G-0). v.(G=0)+=x

« Dire que z est plus petit que vy, c’est dire que y est la
somme de x et d’une grandeur non nulle. » On pose naturel-

lement :
z,YeG.otz>y.=.y<zx Df

« Dire que « est plus grand que y, c’est dire que ¥ est plus
petit que . » ‘
On démontre alors que la relation < est transitive, ¢’est-a-
dire :
z,y,2¢G.0t0<y. y<z.0.2<z2

et qu’il y a disjonction compléte entre les 3 alternatives! :
T—=1Y, z <Y, z>y.
Enfin on définit la différence de deux grandeurs comme suit :
azb.0.a—b=Grx3(b+r=0) Df

« Si a est égale ou supérieure & b, la différence (a — b) est
une grandeur x telle que ) + x==a »; et I'on démontre que la
grandeur ainsi définie existe et qu'elle est unique,

Dans cette théorie des grandeurs on n'a pas jusqu’ici fait
appel & la notion de nombre. Cette notion s'introduit néces-
sairement dés que P'on congoit les grandeurs multiples d’une
méme grandeur. M. Burani-Forri emploie méme la considé-
ration des grandeurs multiples pour obtenir une définition
nominale des nombres entiers. 1l délinit les multiples d’une
méme grandeur comme les sommes obtenues en ajoutant suc-
cessivement cette grandeur & elle-méme : cette définition
nominale n’implique pas I'idée de nombre, mais bien la loi
d’induction compléte. Puis il définit les nombres entiers comme
les opérations par lesquelles on obtient les multiples d'une
grandeur donnée en partant de cette grandeur 2. Nous n’adop-

1. Le postulat VI énonce ces trois alternatives, mais n’affirme pas

qu'elles sont disjointes, ¢’est-a-dire exclusives les unes des autres.
2. Voir son mémoire sur Les propriétés formelles des opérations algé-
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tons pas cette définition, bien qu’elle soit logiquement cor-
recte, parce qu'elle nous parait détournée et inutilement com-
pliquée. En effet, elle fait dériver I'idée de nombre de 'idée de
grandeur, alors qu’on peut obtenir, on l'a vu, une définition
nominale du nombre indépendamment de la notion de gran-
deur. En oufre, elle exige qu’on démontre que Pensemble
d'opérations ainsi défini est le méme pour toutes les suites de
grandeurs multiples (de méme espéce ou d’espece différente),
sans quoi I'on aurait autant de sysiémes de nombres quil y a
de grandeurs différentes, et non l'ensemble unique des nom-
bres entiers. Enfin cette définition ne permet pas d’établir
lexistence des nombres ainsi définis, attendu que, comme nous
le disons plus loin, lexistence des grandeurs elles-mémes n’est
pas logiquement établie, ou ne peut l'étre qu'au moyen de
I'existence des nombres mémes; tandis que la définition nomi-
nale des nombres entiers que nous avons donnée (d’aprés
M. Russein) permet d’établir leur existence. Pour toutes ces
raisons, nous pouvons admettre la notion de nombre comme
indépendante de celle de grandeur, et introduire sans scru-
pule les nombres dans la théorie des grandeurs®.

Nous définirons done directement les grandeurs multiples
d’une méme grandeur a en disant que ce sont les sommes de
1, 2,8,... n... quantités égales a a(?). Plus rigoureusement, nous

briques (déja cité) et son mémoire Sur les diverses définitions du nombre
entier, ap. Bibl. du Congrés de Philosophie, t. 11I. Una théorie analogue
des nombres, fondée sur la considération des grandeurs, se trouvait
déja dans Bereazzr, Teoria delle Grandezze, ouvrage couronné par 'Aca-
démie des Lincei (Pisa, 1830: Cet ouvrage conlient d'ailleurs, en dppen-
dice, une théorie analytique du nombre, indépendante de I'idée de gran-
deur.

1. D'ailleurs, M. Borarr-Foart lui-méme, dans son mémoire Le classi
finite (Atti dell’ Accademia delle Scienze di Toriro, 1896) 3 montré qu’on
peut définir le nombre entier {cardinal) sans faire appel aux notions de
grandeur ni d’ordre, au moyen des seules notions de classe et de corres-
pondance {comme dans la théorie que nous avous exposée précédemment).
It est vrai qu'il ’obtenait ainsi qu'une définition par abstraction, et non
une définition nominale.

2, Nous disons « quantitds égales », ear il n’y a pas, dans notre théorie,
de « grandeurs égales », chaque grandeur élant unique. Plus exactement,
une grandeur double d’une autre est la grandeur de la guantité obtenue
en additionnant deux quantités égales a cette autre. De méme que V'addi.
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définirons le n¢ multiple (le n-uple) de a par induction com-
pléte, en posant :

la=a, (n+-1)a=na—+a.

Ces deux formules suffisent a définir ’expression na pour
toutes les valeurs entieres de n, ¢’est-a-dire pour linfinité des
nombres entiers!. Cette expression n’est pas & proprement
parler un produit, car elle est hétérogéne : a est une grandeur,
tandis que » est un nombre, un « coefficient », qui indique
combien de quantités égales & a on doit additionner. En un
mot, ¢’est une somme abrégée.

Nous pouvons supposer définies les opérations sur les
nombres entiers, et démontrées leurs propriétés essentielles,
notamment les lois associatives et commutatives de I'addition
et de la multiplication arithmétiques. Il convient de rappeler
que pour l'addition des grandeurs on a postulé la loi asso-
ciative, mais que la loi commutative n'est pas encore établie.

On démontre alors les théorémes suivants (ot ¢ désigne tou-
jours une grandeur, et m, n des nombres entiers) * :

ma —+ na=(m—+n)a{?)
ma —+—na=—na -+ ma

m (na)=(mn) a

m (na) =n (ma)
me=na.=.m=—n
ma << ne.==.m<n

Ces deux derniers théorémes signifient que deux quantités

tion des nombres se définit par Paddition des classes correspoudantes,
Paddition des grandeurs (et par suite leur multiplication par des nombres)
se définit au moyen de Vaddition des quantités correspondantes. Cela
explique comment une grandeur peut étre multiple d’une autre, et néan-
moins indivisible, comme nous le soutenons avec M. RusseLL (v. RussELL,
op. cit., § 166, p. 178).

1. Gf. HunmisgTow, op. ¢it.

2. Cf. Houber, loc. cit., § 3.

3. 1l importe de remarquer que les deux signes + n'ont pas le méme
sens : celui du 1¢ membre indique une somme de grandeurs, celui du
2 membre une somme de nombres: Ce théoreme signifie que Paddition
des grandeurs multiples d’'une méme grandeur correspond a l'addition
de leurs coefficients.
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multiples d’une méme grandeur sont égales quand leurs coef-
ficients sont égaux, et alors seulement; et gque leur inégalité
est de méme sens que I'inégalité de leurs coefficients.~La
seconde des formules ci-dessus exprime la loi commutative
de l'addition pour les multiples d’'une méme grandeur. De 13 on
peut déduire, en vertu des postulats de la grandeur, la loi
commutative pour l'addition de deux grandeurs quelconques 1.

Les huit postulats permettent de démontrer deux proposi-
tions qui ont été souvent prises pour axiomes. L'une d’elles
est ce qu'on appelle axiome d’Archimede; elle se formule
comme suit :

a,6cG-0.0.9NAns(na>b)

« a et b étant des grandeurs non nulles, il y a un nombre
entier n lel que na est plus grande que &§. »

L’autre proposition est ce qu'on appelle l'axiome de la divi-
sthilité; elle se formule comme suit :

asG.neN 0. gGrzs(nr=a)

« Etant donnée une grandeur a et un nombre entier non nul
n, il existe une grandeur z telle que ax égale a. » Cette gran-
deur z (dont on démonlre I'unicité) s’appelle le n® sous-mul-
tiple (ou simplement le n°) de a. La proposition précédente
affirme done Yexistence des sous-multiples de tout ordre pour
chaque grandeur de I'espéce de G. C’est ce qu'on appelle vul-

leurs inutile de discuter si cette divisibilité doit étre dite
indéfinie ou infinie: ce qui est sr, c'est que l'axiome de la
divisibilité implique P'existence d’'un nombre infini de sous-
multiples pour chaque grandeur, puisque ces sous-multiples
correspondent a fous les nombres entiers 2.

i. HUNTINGTON, op. cit.

2. Ce théoreme de la divisibilité ne contredit nullement la these philo-
sophique selon laquelle chague grandeur est indivisible, c’est-a-dire une
et simple. Dire qu'une grandeur est divisible, c’est affirmer qu'il existe
des grandeurs de méme espece qui en sont des sous-multiples, mais non
qwelle les contienne réellement ou en soit réellement composée; clest
affirmer une relation entre des grandeurs dont chacune peut &tre une et
simple.
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On peut maintenant se demander quelle est la portée exacte
de cette théorie de la grandeur. On a 13 une définition par
postulats, qui a été transformée en une définition nominale.
Au lieu de dire : « Une classe G est une classe de grandeurs
homogénes par rapport & Popération -+, quand cette opéra-
tion effectuée sur deux de ses éléments produit un de ses
éléments », et d'ajouter que cette classe vérifie les pos-
tulats I-VIII, on dit & présent: « Une classe de grandeurs
homogénes est une classe G dans laquelle on peut effec-
tuer lopératinn —+, et qui en outre vérifie les postulats
I-VIII ». Il semble qu'il n'y ait guére 4 qu'un changement
de forme, qui sans doute conslitue un notable progrés
logique, mais qui ne change rien &4 la nature de l'idée définie.
Dans tous les cas, la définition nominale, pas plus que la défi-
nition par postulats, ne permet d’affirmer I'existence (et encore
moins l'unicité) de l'objet défini. On peut bien dire : « Jap-
pelle espéce de grandeurs une classe qui posséde telles ou
telles propriétés », mais rien ne nous assure qu’il existe une
espéce de grandeurs, c'est-d-dire une classe possédant ces
propriétés. Ou du moins on n’en connait qu’une : et ¢’est pré-
cisément la classe des nombres réels. Ainsi la seule espece de
grandeurs que l'on connaisse, en Mathématique pure, n’est
pas autre que ensemble des nombres réels. Et ce qui con-
firme cette assertion, c’est que, pour démontrer 'indépendance
mutuelle des huit postulats, on ne peut recourir qu’a des
exemples empruntés 4 I'ensemble des nombres réels. L'exis-
tence des grandeurs n'est donc garantie que par I'existence
des nombres réels; et c’est, on le sait, la principale raison
pour laquelle nous n'avons pas voulu faire reposer la nolion
de nombre sur celle de grandeur, bien qu'elle y rentre comme
cas particulier, et que les nombres puissent et doivent étre
considérés comme une espéce de grandeurs.

D’autre part, rien ne dit que l'objet défini soit unique,
c’est-2-dire qu’il 0’y ait qu’une espéce de grandeurs; et le con-
traire est méme avéré : il y a diverses espéces de grandeurs
qui correspondent exactement & la méme définition et qui
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concordent par toutes leurs propriétés. Est-ce a dire que la
définition de la grandeur soit équivoque? Nullement, cela
signifie qu'elle ne définit pas les especes concrétes de gran-
deurs, mais I'idée abstraite et générale de grandeur. Or, si 'on
applique le principe d’abstraction & cé¢ cas, et si ’on cherche
ce quil y a de commun 3 toutes les espéces de grandeurs qui
vérifient cette définition, on ne trouve que ceci : qu'elles cor-
respondent toutes a I'ensemble des nombres réels. Clest cet
ensemble qui représente leurs propriétés formelles et qui est en
quelque sorte leur portrait commun, leur schéme générique.
Dés lurs, on comprend que le nombre réel soit le type de la
grandeur, et que toutes les autres espéces de grandeurs
puissent se ramener & celle-la, dés qu'on les rédoit & leurs
propriétés abstraites et formelles.

Tout cela explique comment on a pu, dans le Formulaire de
Mathématigues, supprimer la théorie des grandeurs : clest la
théorie des nombres réels qui la représente et la remplace.
Plus généralement, cela explique que la plupart des mathémati-
ciens identifient les deux concepts « grandeur » et « nombre
réel », et réduisent la Mathématique & la science du nombre
{du nombre généralisé, il est vrai). Ea tout cas, cela semble
prouver que {comme le soutient M. Russewr) 'idée de grandeur
est élrangére a la Mathémalique pure, non pas qu’on ne puisse
en doanner une -définition nominale et purement logique
(M. Boumari-Fortr a prouvé le contraire), mais parce gu'on ne
peutl connaitre que par I'expérience (ou l'intaition) Pexistence
de telle ou telle espece de grandeurs. On peut bien dire, in
abstracto : « J'appelle espéce de grandeurs toute classe d'objets
qui vérifiera tels et tels postulats », mais, pour avuir des
grandeurs conerétes, il faut qu'une telle classe d’objets soit
donnée dans 1'expérience, comme par exemple des longueurs ou
des poids. On congoit neltement la différence qu'il y a entre
'idée de nombre, construite entiérement par I’esprit, et 'idée de
grandeur, qui implique un élément empirique, une donnée con-
créte. C'est pour cela, duo reste, qu'il n'y a qu'un ensemble de
nombres (réels}), tandis qu'il y a plusicurs espéces de grandeurs.
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1l n’en est pas moins vrai que 'on peut logiquement définir
les nombres entiers, puis les nombres rationnels, et enfin les
nombres réels, par I'intermédiaire dés grandeurs. Bt alors se
pose une question qui dépasse le ressort de la Logique, et qui
est proprement épistémologique : Laquelle de ces deux
notions, nombre et grandeur, est le fondement de l'autre?
Il ne s'agit pas iei d'une question psychologique d’ori-
gine ou d’antériorité chronologique : P'ordre logique des
notions peut étre différent ou méme inverse de Jeur ordre
historique ; a4 plus forte raison leur ordre rationnel. La
question est exactement celle-ci : on peut, logiquement,
définir le nombre par la grandeur ou la grandeur par le
nombre; laquelle de ces deux: méthodes est la plus ration-
nelle, c'est-a-dire laquelle de ces deux idées est la raison
d’étre de 'autre?

La réponse & cette question est moins simple et moins
tranchée qu’on ne pourrait le croire d'aprés son énoncé. Pour
le dire tout de suite, elle nous parait étre la suivante : L'idée
de nombre entier (cardinal) est indépendante de l'idée de
grandeur; mais les autres espéces de nombres (les nombres
généralisés) procédent de I'idée de grandeur.

Le premier point nous semble établi par tout ce qui précéde.
Nous avons pu définir le nombre entier, comme nombre car-
dinal, au moyen de la seule notion de classe ou de collection,
sans avoir.a faire appel aux propriétés de ces classes spéciales
qu'on nomme des especes de grandeurs. C’est comme nombre
cardinal que nous avons introduit I'idée de nombre dans la
théorie des grandeurs (par la définilion des multiples). Au
contraire, la définition des nombres entiers au moyen des
grandeurs, comme coefficients, ou plutét comme numeéros
d’ordre des multiples d’'une méme grandeur, nous a paru
détournée et compliquée. Ajoutons gqu'elle est beaucoup trop
particulitre et spéciale; car le nombre cardinal s’applique &
bien d’autres objets qu'aux grandeurs. Une fois défini le
nombre cardinal pour une classe quelconque, il est aisé de
I'appliquer & une classe de grandeurs; mais il est beaucoup
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plus difficile, quand on l'a défini dans une classe de gran-
deurs, de I'étendre & toute espéce de classes; en tout cas, cela
n'est pas naturel ou plutdt rationnel. Enfin, quand on définit
les nombres entiers au moyen des grandeurs, l'unicité de leur
ensemble n’apparait pas d'abord et demande une démons-
tration assez pénible, fondée sur la correspondance biunivoque
de toutes les suites de grandeurs multiples; c’est en somme
une application du principe d’abstraction : la suite des
pnombres entiers est ce qu’il y a de commun a toutes les suites
de grandeurs multiples. Au confraire, la définition logique du
nombre entier (comme nombre cardinal) en établit immédia-
tement l'unicité.

Mais la thése que nous venons de soutenir pour les nombres
entiers, & savoir qu'ils sont indépendants de la notion de
grandeur, ne nous parait plus soutenable pour les autres
especes de nombres. Eneore une fois, il ne s’agit plus ici de
Logique, et les arguments logiques pour et contre celte these
se neutralisent, ou plutdt ne portent pas. Il est bien vrai que
Pon peut définir formellement les nombres rationnels comme
relations (rapports} eantre les nombres entiers : mais c’est
qu’alors on considére les nombres entiers comme une espéce
de grandeurs; et ce qui le prouve, c’est que ces mémes rap.
ports se retrouvent dans toutes les autres espéces de gran-
deurs. La fraction m/n n’est pas seulement le rapport du
nombre m au nombre », mais encore le rapport de deux gran-
deurs = et y d'une espéce quelconque, dés qu'il existe une
grandeur z de méme espéce telle qu'on ait : z=1msz, y =ns,
ou, plus simplement, dés qu’on a entre ces deux grandeurs la
relation : nz =my. Cest bien 12 ce qu'on entend lorsqu’on dit
que x est les m/n® de y; et c’est en ce sens que le nombre m
lui-méme est les m/n* du nombre n. Le symbole m/n est done
en réalité le symbole d’'une opération & effectuer sur la gran-
deur y pour obtenir la grandeur . Ainsi se justifie la concep-
tion (de MM. Maray et Burari-Form) des nombres rationnels
comme opéraiions, c’est-a-dire en définitive (suivant M. Rus-
SELL) eomme relations, non seulement entre les nombres
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entiers, mais entre les grandeurs d'une espace quelconque?,

Les mémes considérations s’appliquent aux nombres réels,
quand ce ne serait que pour cetle raison bien simple, que, de
quelque fagon qu’on les définisse, on ne peut les définir qu’au
moyen des nombras rationnels. Si done on croit devoir regarder
ceux-ci comme des opéralions sur les grandeurs ou comme
des relations entre grandeurs, on devra nécessairement atiri-
buer la méme nature aux nombres réels. Cela sera évidem-
ment vrai si P'on congoit, avec M. RusseLL, les nombres réels
comme de simples ensembles de nombres rationnels. Mais cela
sera encore plus vrai si on lés concoit, avec MM. Praxno et

BuraLi-Forti, comme des limites supérieures de ces mémes
ensembles. En effet, 1'existence de ces limites supérieures

résulte uniquement du postulat de la continuité. Or c'est la un
postulat de la définition de la grandeur, et non pas un pos-
tulat du nombre. Il n’y a donc aucune raison, dans le domaine
du nombre, pour y introduire des nombres irrationnels, tandis
qu'il y a une raison, dans la théorie des grandeurs, pour
admettre ces mémes nombres comme représentant les rapports
des grandeurs incommensurables, dont le postulat de la con-
tinuité¢ affirme ou implique l'existence. Il convient done de
concevoir les nombres irrationnels, eux aussi, et en général
les nombres réels, comme des ‘opérations sur les grandeurs,
ou comme des relations ou rapports entre des grandeurs de
méme espéce .

1. C'est la thése soutenue par M. Frece dans ses Grundgeselze der
Arithmetik, t. 11 (1903), a savoir que les nombres réels sont des rapports
de grandeur. C’était déja, nous Pavons dit, la conception de Newron.

2. Une remarque intéressante a été faite par M. BurarrForm {Sulla
teoria generale delle grandezze, p. 15, note) : les nombres enliers véri-
fient les 4 premiers postulats de la définition des grandeurs; les nombres
ralionnels vérifient en outre les postulats V et VI et 'axiome de divisibi-
lité; enfin les nombres réels vérifient en oulre Paxiome de continuité.
Ainsi la généralisation du nombre seffectue par des étapes successives
qui consistent & attribuer progressivement au nombre les propriélés de la
grandeur.
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§ C. — LA MESURE DES GRANDEURS.

Les considérations précédentes nous aménent & étudier ce
qu'on appelle la mesure des grandeurs, et & en préciser les
conditions. En effet, la mesure des grandeurs consiste a établir
entre les grandeurs d'une méme espéce et les nombres une
relation telle que l'on puisse substituer ceux-ci a celles-la.
Plus exactement, mesurer une espéce de grandeurs !, c'est
dtablic entre cette espéce de grandeurs et I'ensemble des
nombres réels une correspondance biunivoque telle, qu'a la
somme de deux grandeurs quelconques corresponde la somme
des deux nombres correspondants. Bien entendu,le mot somme
est pris ici dans deux sens différents : la premiére fois il désigne
I'addition spéciale aux grandeurs considérées, la seconde fois
il désigne P'addition arithmétique. 11 n’y a done aucunme
nécessité & ce qu'a la somme des grandeurs corresponde la
somme des nombres: il n'y a Ja qu'une raison de commodits
et de convenance.

Pour mieux comprendre cette raison, il convient de faire
appel & une idée plus générale que celle de mesure, 4 la notion
de proportionnalité. Etant donnés deux ensembles de grandeurs
(de méme espéce dans chaque ensemble, mais non pas néces-
sairement de I'un & Yautre ensemble), on dit que ces ensembles
sont proportionnels 2, il y a entre eux une correspondance
biunivoque telle, que le rapport de deux grandeurs quel-
conques de l'un soit égal au rapport des deux grandeurs cor-
respondanles de Pautre. On sait, d'aprés ce qui précéde, ce
quiil faut entendre par rapport de deux grandeurs A et B
{prises dans cet ordre) ou rapport de A 2B : ¢’est le nombre
{rationnel ou irrationnel) par lequel on doit « multiplier » B
pour obtenir A *; autrement dit, I'opération par laquelle on

1. On remarquera que l'expression mesurer est appliquée, non & une
grandeur en particulier, mais 4 toutes les grandeurs d’une méme espéce.

2. On remarquera que P'épithéte proportionnel est appliquée, non aux
grandeurs particulieres, mais aux deux ensembles.

3. Nous mettons multiplier entre guillemets, pour rappeler que c’est la
un sens spécial et symbolique du mot multiplier.
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peut construire A en partant de B. En un mot, la proportion-
nalité consiste dans I'égalité des rapports entre grandeurs
correspondantes des deux ensembles (lesquelles peuvent étre
respectivement d'espéces différentes). Or, pour que deux
ensembles de grandeurs soient proportionnels, il faut et il
suffit qu'a la somme de deux grandeurs quelconques de I'un
corresponde la somme des grandeurs correspondantes de
lautre. C'est 13 un théoréme assez important pour que nous
en rappelions ici la démonstration .

1° La condition est nécessaire. Supposons que les denx
ensembles soient proportionnelg; soient A, B deux grandeurs
du premier ensemble, C leur somme, et A’, B, (' les grandenrs
correspondantes du second’ensemble. On a par hypothése :
A+ B=0Gj; donc:

A, B_A+B__
cre=—1c =1

en vertu des lois du caleul des rapports. Mais on a, par hypo-
thése :
A_A L
c—a c—

Donc on a aussi :

Al B A'+PB
g+ro="co =h

c’est-a-dire ;
A'4-B = C’,

ce qoi prouve que la somme de A’ et de B’ correspond & la
somme de A et de B.
2° La condilion est suffisante. Supposons en effet qu’elle soit

i. V. NigweNcLowskr et Gérarp, Cours de Géomélrie élémentaire, t. I,
Note I : Sur la mesure des grandeurs, § 360 (C. Naud, 1898). Les énoncés
classiques ajoutent cette condition, qu'a des grandeurs égales cocres-
pondent des grandeurs égales. Mais cette condilion est inulile, du moment
que Pon n’admet pas de grandeurs égales, mais des quantilés égales cor-
respondant & une grandeur identique. De méme, on ajoule parfois cetie
condition, qu'a des grandeurs inégales doivent correspondre des gran-
deurs dont P’inégalité ait le méme sens. Mais celte condition est superflue,
car elle est impliquée dans la condition relative 4 la somme, du moment
que Yinégalité (avec son sens) est définie au moyen de l'addition.
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vérifiée par les deux ensembles. Puisque & la somme de deux
{ou plusieurs) grandeurs de 'un correspond la somme des
grandeurs ecorrespondantes de l'autre, & la grandeur mA
(somme de m quantités égales a A) correspondra la grandeur

mA’ (A étant la correspondante de A). A la grandeur%ll A cor-

1 .
respondra la grandeur — A’, car si :
n

B:iA B’:-4 A
n n

on a aussi :
nB=A nB = A’

et si B et B’ ne se correspondaient pas, A ¢t A’ ne pourraient

pas se correspondre, Par suite, & la grandeur % A correspond
la grandeur %1 A’; c'est-a-dire que le théoréme est établi pour

le cas de deux grandeurs commensurables. On sait que, par un
procédé de raisonnement général, il peunt alors s'étendre an
eas de deux grandeurs incommensurables. En effet, tout

nombre rationnel % inférieur (ou supérieur) au rapport % sera
. . A/

aussi inférisur (ou supérieur) au rapport f7s par conséquent
les deux rapports donneront lien 4 la méme répartition des
nombres rationnels en deux classes, ¢’est-a-dire correspondront
au méme nombre irrationnel. Le théoreme est donc démontré.
il importe de remarquer que ce théoréme suppose que les deux
ensembles de grandeurs vérifient les huit postulals énoncés
précédemment, ainsi que P'axiome de divisibilité et I'axiome
d’Archimeéde, qui en sont des conséquences.

Cela posé, qu'est-ce que mesurer Vensemble des grandeurs
d'une méme espéce? C'est simplement établir une proportion-
nalité entre cet ensemble et I'ensemble des nombres réels
(lequel est une espéce de grandeurs). Or cela est possible, &
la condition que I'ensemble de grandeurs considéré vérifie les
huit postulats (puisque nous savons que 'ensemble des nombres



LA MESURE DES GRANDEURS 121

réels les vérifie). Ainsi les huit postulats ne sont pas autre
chose que les conditions auxquelles un ensemble de grandeurs
est mesurable; et 'on peut dire qu’ils définissent le concept de
grandeur mesurable.

Une fois ces conditions remplies, on peut appliquer a la
mesure des grandeurs le théoreme relatif & la proportionnalité
en général, et dire que : pour qu'un ensemble de grandeurs
soit mesurable, il faut et il suffit qu'a la somme de deux gran-
deurs quelconques on puisse faire correspondre la somme des
nombres réels correspondants. On peut prendre pour cas par-
ticulier la somme de 2 ou de n quantités égales; la condition

se réduit alors & cet énoncé courant : Il faut et il suffit gu’on
puisse définir la grandeur double ou n-uple d’une autre. Mais

on ne doit jamais oublier que celte condition présuppose que
les huit postulats sont vérifiés par V'espdce de grandeurs con-
sidérée.

En vertu de la définition de la proportionnalité, lorsqu'un
ensemble de grandeurs est mesurable (ou plutdt mesuré), le
rapport de deux grandeurs quelconques est égal au rapport des
nombres réels correspondants. On voit quel intérét il y avait
3 concevoir que les rapports entre nombres ne sont pas des
nombres (de la méme espéce), puisque les mémes rapports qui
existent dans Pensemble des nombres réels existent dans
chaque ensemble de grandeurs mesurable. Le rapport de
2 mbétres & 3 métres est identigue au rapport de 2 grammes 3
3 grammes, ou & celui du nombre entier 2 au nombre entier 3;
et c’est pourquoi tous ces rapports peuvent se représenter par
la fraction2/3 !,

Nouas pouvons enfin (et seulement a présent) définir la mesure
d’'une grandeur partliculiere. On appelle mesure d'une gran-

1. 1l en résulte que les nombres rationnels sont essentiellement abs-
traits. On ne devrait pas dire : 2/3 de métre, mais : une longueur qui est
au metre dans le rapport 2/3, On ne devrait pas dire non plus: 3 metres,
mais : une longueur qui est au metre dans le rapport de 3 & 1. On voit
bien que le nombre 3 n’est plus ici 'un nombre cardinal, ni méme un
nombre entier (désignant une collection), mais une mesure, c’est-a-dire
un rapport.

Coutvrar. — Los priacipes des mathématiques. 9
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deur (par rapport & une grandeur de méme espéce) le rapport
de la premiére 3 la seconde, ou, comme on dit vulgairement,
le nombre par lequel il faut multiplier la seconde pour obtenir
la premiere. Dans le cas ol les deux grandeurs en question
sont identiques, la mesure de cette grandeur est le nombre 4

2 s
(plus exactement, le nombre rationnel %:-2: = %) Clest

pourquoi la seconde grandeur, par rapport a laquelle est
définie la mesure, s’appelle grandeur-unité ou unité de mesure.
Le choix de cette grandeur-unité est néecessaire et suffisant
pour déterminer la mesure de toutes les autres grandeurs de
la méme espece !. Cette définition appelle deux observations
importantes. La premiére, c'est que la mesure est toujours
un rapport, donc un nombre rationnel ou réel. La seconde,
c’esl que la mesure est essentiellement relative au choix de la
grandeur-unité; or ce choix est absolument arbitraire, étant
donné que I'ensemble de grandeurs considéré est continu {par
hypothése); rien ne distingue la grandeur-unité de toutes les
autres, rien ne la désigne a notre choix, et la correspondance
entre les grandeurs et les nombres serait toute semblable et
tout aussi parfaile si I'on choisissait pour unité n’importe
quelle autre grandeur. Par conséquent, la correspondance de
tel nombre a telle grandeur est toute fortuite et convention-
nelle, et en ce sens on peut dire que la mesure des grandeurs
comporte un élément d’arbitraire. Mais il n’en faut pas con-
clure (comme les nominalistes semblent le faire) que la mesu-
rabilité des grandeurs soit arbitraire, et dépende d'un « libre
décret ». Gette mesurabilité repose sur les propriétés que nous
avons énumérées, et ces propriétés sont objectives et indépen-
dantes de nous. Le fait méme de la proportionnalité des gran-
deurs aux nombres n’est pas une convention : les rapports qui
existent entre les grandeurs sont aussi réels et objectifs que
les grandeurs elles-mémes, et ne dépendent nullement du
choix de l'unité. L'élément arbitraire et subjectif réside uni-

i. De méme, et plus généralement, il suffit d’un couple de grandeurs
correspondantes pour déterminer une proportionnalité.
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quement dans le passage du rapport a la mesure, c’est-d-dire
dans 'adoption d'une seule et unique grandeur comme second
terme de tous les rapports. (C'est. pourquoi il importe de définir
la mesure par le rapport, et non pas, comme on le fait quel-
quefois, le rapport par la mesure.) Ainsi, dans cette théorie de
la mesure des grandeurs, que les irrationalistes exploitent si
complaisamment en faveur d’'on ne sait quelle « liberté » chimé-
rique et absurde, il n’y a rien: qui autorise & considérer la
mesurabilité des grandeurs comme dépendant & un degré
quelconque de nos « conventions » et de nos « décrets ».

Au surplus, il faut se garder d’exagérer la portée de la
théorie de la mesure des grandeurs, et de croire que les gran-
deurs n'aient droit de cité en Mathématique qu’a la condition
de passer sous les Fourches Caudines du nombre. La mesure
des grandeurs a une valeur pratique bien plutét que théorique,
comme l'a bien montré M. RussiLL ; elle a en somme pour
but de rendre les grandeurs plus maniables, en permettant de
les représenter par des nombres et de les soumettre au calcul
algébrique (c'est-a-dire arithmétique). Mais si une telle repré-
sentation est commode, économique en quelque sorte, elle n'a
rien de nécessaire; et la Mathématique moderne traite bien
des espzces de grandeurs qui ne sont pas proportionnelles &
des nombres (par exemple les vecteurs et autres grandeurs
géométriques). Elle en est quitte pour inventer des calculs
nouveaux, différents du calcul algébrique, qui s'appliquent
directement a ces espéces de grandeurs : calenl de Grassmann,
calcul des quaternions, etc. Bien mieux, elle invente, pour
représenter certaines espéces de grandeurs non mesurables (a
plusieurs dimensions) des symboles qu’on appelle encore des
nombres, par analogie, & savoir les nombres complexes. Ce
dernier fait confirme notre thése, & savoir que, dans la géné-
ralisation du nombre, c’est le ‘nombre qui se modéle sur la
grandeur, et non la grandeur sur le nombre. Mais c’est 1a un
sujet réservé au chapitre suivant.

4. Op. cit., § 174,



124 L’IDEE DE GRANDEUR

Pour conclure celui-ci, nous avons distingué deux sortes
de grandeurs : les grandeurs. intensives, pour lesquelles il n’y
a pas d’addition, de sorte que leur relalion d’inégalité est
primitive et indéfinissable; et les grandeurs extensives, pour
lesquellesil y a une addition, notion primitive et indéfinissable,
au moyen de laquelle on peut définir leur inégalité. Mais il ne
faut pas croire que toutes les espices de grandeurs extensives
vérifient nécessairement les huit postulats de M. Burari-ForTI :
ceux-ci ne sont vérifiés que par les grandeurs continues mesu-
rables, qui constituent le type le plus complet et le plus parfait
de la grandeur, et qui sont notamment la plupart des gran-
deurs géométriques et physiques. Il peut y avoir des ensembles
de grandeurs extensives qui ne vérifient que les quatre pre-
miers postulats : ils seront alors semblables a I’ensemble des
nombres entiers, ¢'est-a-dire que toutes les grandeurs non
nulles seront les multiples d’une d’entre elies, qui sera la
plus petite !. Il peut y en avoir d’autres qui vérifient les six
premiers postulats et I'axiome de divisibilité : ils seront sem-
blables & I’ensemble des nombres rationnels, et par suite
compncis, c’'est-d-dire qu’entre deux grandeurs quelconques il
¥ en aura toujours une autre {(d’ott résulte le postulat VII :
qw’aucune grandeur sen nulle n’est la plus petite des grandeurs
non nulles}. En somme, les huit postulats réunis constituent
le maximum des conditions que peut vérifier un ensemble de
grandeurs, mais ils peavent ne pas 'étre tous par tel ou tel
ensemble 2. C'est & I'expérience ou a lintuition de constater,
pour chaque espéce de grandeurs donnée, quels postulats elle
vérifie.

Cette observation nous permet de répondre & la question
suivante : La théorie des grandeurs fait-elle partie des Mathé-
matiques pures, autrement dit, est-elle enliérement a priori?
La réponse est double. Oui, sil'on considére des ensembles de

1. Grandeurs « limitées » de M. Berrazzt (op. oit., p. 24).

2. On pourrait dire, inversement, que les postuiats de M. RusseLt sont
le minimum des condilions que doit vérifier une classe pour meériter e
nom de classe de grandeurs.
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grandeurs hypothétiques que l'on dote de telles et telles pro-
priétés; non, sil'on étudie des ensembles de grandeurs réelles
et données, qui possédent objectivement ces propriétés. Car,
dans le premier cas, les postulats ne sont que des hypotheses
problématiques dont on déduit les conséquences logiques sans
affirmer ni les unes ni les autres; mais, dans le second cas, les
postulats deviennent des propositions assertoriques, des vérités
de fait (d'expérience ou d’intuition), et toules leurs consé-
quences revétent le méme caractére. De toute maniare, on ne
peut pas, sans quelque donnée empirigue ou intuitive, affirmer
lexistence d’aucune espece de grandeurs (autre que les
nombres); ¢’est en ce sens qu'il est vrai de dire que la Mathé-
matique pure ne connait pas la grandeur, et repose unique-
ment sur la notion de nombre généralisée. Mais il ne faut pas
oublier que la généralisation du nombre, tout en se présentant
aujourd’hui sous une forme purement logique, a son origine et
sa raison d’étre dans la considération des grandeurs.



CHAPITRE VI

LA GEOMETRIE

La Géométrie passe généralement encore pour étre la science
de I'espace. Il semblerait done qu’elle diit commencer, en bonne
méthode, par une définition de Iespace. Or une telle définition
est, d'abord, trés difficile et tres compliquée; ensuite, elle est
parfaitement inutile : lidée et le mot méme d’espace ne se
trouvent pas dans EUCLIDE ni dans Arcamsios?, IL en est de
méme des notions de ligne et de surface, qu'Evcupe lui-méme
essaie de définir au débul de ses Fléments. La définilion de ces
notions générales est extrémement délicate, et ne peut étre
faite avec rigueur qu'au moyen du Calenl intégral : c'est dire
que sa place n’est pas dans les éléments ni dans les principes
de la Géométrie®. Il ne faudrait donc pas croire que, si la Géo-
métrie ne peut pas définir dés le début ces trois notions, c¢'est
parce que celles-ci sont des notions premiéres, fondamentales

1. Peano, Sui fondamenti della Geometria, ap. Revue de Mathémaliques,
t. IV, p. 52 (1894).

a. Par exemple, certains auteurs définissent la surface comme ce qui
limite un sotide. Or il existe certaines surfaces qui wont qu’une face, ou
dont Jes deux faces se relient d’une manitre continue, de sorte quelles
ne partagent pas l'espace en deux régions séparées, et ne peuvent par
suite servir & délimiter un solide. (PEANO, ibid.} Voici Pexemple simple et
coneret qu'on en cite habituellement : Qu'on prenne une bande rectan-
gulaire ABA'B’ beaucoup plus longue que large, et gu'on en colle les
extrémités de telle sorte que &’ coincide avec A et B avec B, le ruban
fermé ainsi constitué n’a gu'une face, en ce sens qu'on peut passer d’'une
face sur l'autre sans le percer. Clest ce quon appelle un ruban paradro-
migue. V. Rouse Bawy, Problémes et récréations mathématiques, trad. Fritz-
Patrick {(Paris, Hermann, 1898).
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et simples; tout au contraire, c’est parce qu’elles sont trés com-
plexes; et la Géométrie peut pa‘rfaitement se constituer sans
elles, comme on le verra plus loin. Ce n’est pas sur les idées
générales et vagues d'espace, de surface et de ligne que la
Géométric est fondée, mais sur les idées particulieres et précises
" de droite, de plan et surtout de point; et c’est parmi celles-ci
que se trouvent les notions premiéres el indéfinissables de cette
science !. En particulier, le point est I'élément indéfinissable
de tous les systemes de Géométrie. Les points sont les termes
individuels de toutes les relations dont I'étude constitue les
diverses Géométries; et si 'espace peut étre défini au début de
la Géométrie, ce ne peut étre que comme I'ensemble des points.

§ A. — Les DmuEnsions. ToroLoGIE.

Mais ici intervient nécessairement la considération des
dimensions. On peut essayer de définir la ligne, la surface et
Pespace en disani que ce sont'i‘espectivement des ensembles
conlinus de points & un, A deux et & trois dimensions. C'est en
généralisant cette conceplion que RiEMaNN 2 définissait I'espace
comme un ensemble (multiplicité) & plusicurs dimensions; et
il 'imaginait engendré progressivement par le mouvement d’un
ensemble antérieurement formé « & travers » une nouveile
dimension. Un point, en parcourant un ensemble continu de
posilions (numérotées par les nombres réels), engendre une
ligne; si cette ligne & son tour parcourt un ensemble continu
de positions (numérotées par les nombres réels), elle engendre
une surface; celte surface, en parcourant un ensemble continu
de positions, engendre un espace & 3 dimensions; et ainsi de
suite, car rien ne limite rationnellement cette suite de géné-
rations progressives, et par suite le nombre des dimensions de
I’espace. Si un espace est obtenu au moyen de » mouvements

1. Nous recommandons cette considération aux sectateurs de la logique
aristotélicienne, qui sont habilués & considérer les idées les plus générales
comme étant aussi les plus simples et les premieres dans Pordre logique.

9. Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie su Grunde liegen (1854).
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successifs {4 partir du point), il a » dimensions : cela veul dire
que chacun de ses points est déterminé par n coordonnées
numériques, qui fixent respectivement sa place sur une ligoe,
la place de cette ligne sur une surface, la place de cette surface
dans un espace & 3 diménsions, ete.

Cetle conception de I'espace est en quelque sorte classique,
et a passé dans beaucoup .d'ouvrages élémentaires, soit de
géométrie, soit de philosophie. Malheureusement, elle est insuf-
fisante, non seulement parce qu'elle fait appel a Iidée peu
claive de variation ou de mouvement, mais parce qu’én ne voit
pas la possibilité des variations indiquées, ni comment elles
« engendrent » de nouveaux ensembles. Par exemple, un plan
peut se déplacer d’une maniére conlinue tout en restant iden-
tique & Jui-méme. Dira-t-on encore que sa variation engendre
une multiplicité & trois dimensions? D'une maniére générale,
on ne peut rien définir ni expliquer par génération, car toute
variation, tout mouvement, présuppose défini et donné
I'ensemble des valeurs que la variable doit prendre, 'ensemble
des positions que le mobile doit occuper. Pour qu’une ligne
puisse engendrer une multiplicité a deux dimensions, il faut
quelle puisse sortir d’elle-méme, c'est-a-dire qu’il y ait déja
une deuxieme dimension; et de méme, il faut une troisieme
dimension pour qu'une surface puisse se déplacer en sortant
d’elle-méme, au lieu de glisser simplement sur elle-méme en
se reproduisant indéfiniment.

En outre, cette conception présente des difficultés qu’on ne
pouvait soupgonner du temps de Riemany. On croyait alors
qu'une ligne et une surface, par exemple, ne pouvaient &tre
équivalentes, comme ensembles de points, qu’elles étaient
« incommensurables ». Si la ligne était un ensemble infini de
points, la surface devait étre un ensemble infiniment plus
infini, et ainsi de suite. Cela vient de ce qu’on n’avait que des
notions vagues de I'infini numérique et du nombre des éléments
du continu. M. Georg CANTOR & démontré, au contraire, que tous
les continus sont équivalents, quel que soit le nombre de leurs
dimensions, c¢’est-a-dire qu’en peut établir entre eux une cor-
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respondance biuniforme, point par point, de sorte que rien ne
les distingue au point de vue du nombre de leurs éléments. 11
y a « autant » de points dans un segment rectiligne (ou curvi-
ligne) que dans un carré ou dans un cube, voire dans un espace
a4 » dimensions et méme 3 » dimensions. Cette vérité para-
doxale a été illustrée par M. Peano, lorsqu’il a inventé une
courbe qui remplit un carré, ¢’est-a-dire qui passe par tous les
points de ce carré!. Pour définir cette courbe, M. Peano a
employé son ingénieuse méthode de transformation arithmé-
tique dont nous avons vu déja une autre application (p. 96); pour
plus de clarté, nous nous bornerons a la décrire géométrique-
ment 2. Soit un carré de cdté 1; on partage d’abord ses coOtés
en un nombre impair de parties (égales ou inégales); suppo-
sons, pour simplifier, que ce nombre est 3, et que les parties
sont égales. Le carré se trouve par suite partagé en 9 carrés
égaux.On méne alors une ligne brisée continue quiles traverse
tous diagonalement en allant d’'un sommet du carré au sommet
opposé {fig. 3). Numérotons de 0 2 9 les sommets par lesquels
elle passe successivement. Prenons d’autre part un segment
rectiligne quelcon(ue, partageons-le en 9 segments contigus
et consécutifs (égaux si 'on veut), et numérotons les points de
division de 0 & 9. Ce numérotage établit une correspondance
uniforme (mais non biuniforme) entre ces poinls de division
et les sommets successifs de la ligne brisée. Cela posé, on
effectue dans chacun des carrés partiels une construction
semblable {géométriquement) & celle qu'on a effectuée dans
le carré entier, et dans chacun des segments de la ligne droite
une subdivision semblable & la premiére. On établit. ainsi une
correspondance uniforme entre 82 points de la ligne droite et
les 82 sommets successifs d’une ligne brisée qui traverse les
81 nouveaux carrés. Il est & remarquer que, dans cette nouvelle
correspondance, les points correspondants suivant l'ancienne

1. G. Peaxo, Sur une courbe qui remplit toute une aire plane, ap. Math.
Annalen, t. XXXVI, p: 157-160 (1890).

2. D’aprés ScHONFLIES, Bericht dber die Mengenlehve, ap. Jahresbericht
der Mathematiker-Vereinigung, t. VI, 2, p. 121 (1900).
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sont encore correspendants, et que Vancienne ligne brisée se
trouve tout entidre contenue dans la nouvelle, mais en tron-
cons séparés : la diagonale 0-9 se trouve décomposée en 3 seg-
ments 0-4, 4-3, 8-9 auxquels correspondent des segments
séparés de la ligne droite (et méme le segment 4-5 a son sens
interverti dans cette transformation). On continue ainsi indé-
finiment & subdiviser le carré, d'une part, et le segment recti-

2

5

ligne, d’autre part, chaque segment partiel correspondant &
un carré parliel de la subdivision correspondante. On établit
ainsi une correspondance entre tous les points du segment et
tous les points du carré dont les coordornnées peuvent s’exprimer
en une fraction systématique dans le systéme de numéralion
ternaire, c’est-a-dire en une série de la forme :
FHgrgta o

Tous les autres points (rationnels ou irrationnels) du carré
peuvent étre définis comme limites par rapport & I'ensemble
des points précédents. A chacun d'eux on fera correspondre
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sur le segment le point-limite de la suite des points correspon-
dants. Autrement dit, si un point # du carré n’est le sommet
d’aucun carré partiel, il sera contenu dans une suite infinie de
carrés partiels appartenant respectivement & toutes les subdi-
visions successives. A cette suite de carrés (contenus les uns
dans les autres) correspondra, sur la ligne droite, une suite
infinie d’intervailes de plus en plus petits (et contenus les uns
dans les autres), qui déterminent un point-limite; ce point sera,
par définition, le correspondant du point x. En résumé, on a
une correspondance uniforme entre tous les points du segment
et tous les points du carré, et cette correspondance est en oulre
continue, ¢'est-a-dire qu'a des points voisins sur le segment
correspondent des points voisins dans le carré. En définitive,
on a élabli entre tous les points du carré un ordre linéaire
et continu, et c'est ce qu'on exprime en disant qu'on a une
ligne continue qui remplit le carré . Mais cette correspondance
n'est pas biuniforme, et sa converse n’est pas continue : car on
voit qu'a chaque sommet des carrés partiels correspondent deux
points distincts du segment (par exemple, 1 et 3, 4 et 8) et, &
plus forte raison, & deux points voisins du carré ne corres-
pondent pas deux points voisins du segment (exemple les
points 1 —e et 53+¢.) En général, & chaque somme{ d'un carré
partiel correspondent 2 points; & chaque point d’un coté d’un
carré partiel (c’est-a-dire d'une ligne de subdivision) qui n’est
pas un _éommet correspondent % points; et a chacun des aulres
points correspond un seal point %

Nous avons exposé en détail le paradoxe de M. Peano, parce

1. Cette ligne continue n'a d’ailleurs de tangente en aucun point. C'est
un exemple simple d’une fonction continue dans un intervalle et qui n’a
pas de dérivée dans tout cet intervalle.

2. M. HiLBeERT a ensuite imaginé une autre correspondance qui posséde
les mémes propriétés (Ueber die sl{ztige Abbildung einer Linie auf ein
Flichenstick, ap. Math. Annalen, t. XXXVIII, p. 459; cf. B. Prcaro, Traité
d*Analyse, 2° éd., t. 1, p. 22); mais celte correspondance est moins simple
et moins inluitive, parce que les points de division du segment corres-
pondent aux carrés partiels, et non. & leurs sommets, et que les lignes
brisées provisoires ne font pas partie de la courbe définitive. Pour la
méme raison, la construction des lignes brisées est moins uniforme, et
il n’est pas évident qu’elie puisse se' prolonger indéfiniment.
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qu’il a une grande portée au point de vue philosophique. Il
prouve d'une fagon saisissante Pinsuffisance ou plutét Uincom-
pétence de 'intuition en matiére de Géométrie?, et particuliz-
rement dans la Topologie, qui parait cependant relever essen-
tiellement de Uintuition. Toutefois, il ne faut pas exagérer cette
portée, et croire qu'il supprime toute possibilité de distinguer
les ensembles ou espaces d’aprés le nombre de leurs dimensions.
En effet, on a démontré qu’une telle correspondance entre deux
continus d’'un nombre différent de dimensions ne peut pas étre
& la fois biuniforme et continue. Si elle est eontinue, comme la
précédente, elle peut bien étre uniforme, mais non biuniforme.
Si elle est biuniforme, ¢'est-2-dire si elle manifeste I'égalité de
nombre des éléments des deux continus, elle ne peut pas étre
continue, c’est-a-dire qu’elle ne conserve pas les relations de
voisinage entre les points; elle ne respecte pas leur ordre et
leurs connexions. Cette proposition a ¢té démontrée successi-
vement par MM. Tronag®, Ne1T0 3, G. CantoR *. Ces démonstra-
tions ont paru insuffisantes & M. Jiircens *, qui les a récem-
ment complétées et corroborées, On peut présenter sa démon-
stration sous une forme élémentaire et presque intuitive. Il
ne peut pas y avoir de correspondance biuniforme et continue
entre les points d’un segment rectiligne et ceux d'un carré:
telle est la proposition & prouver. En effet, supposons qu’au
peint P do carré corresponde le point Q du segment (fig. 4);
& un segment quelconque AB tracé dans le carré et contenant
le point P devra correspondre sur la droitz un segment CD
contenant le point Q ef continu (en vertu de la continuité sup-
posée de la correspondance). Mais alers, si I'on considére un
point M du ecarré aussi voisin qu'on voudra du point P, mais
non sur AB, il ne pourra pas lui correspondre un point aussi

4. Cf. ScuonrLiss, Beitriige zur Theorie der Punkimenger, ap. Math. Annalen,
t. LVIII, p. 205-33% (1904).

2. Géttinger Nachrichten, 1878,

3. Journal de Crelle, t. LXXXVI.

4. Gottinger Nachrichlen, 1879.

§. Der Begriff der n-fachen stetigen Manniffaitigheit, ap. Jahrvesbericht
der deutschen Math.-Vereinigung, t. VII, p. §0-55 (1899).
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voisin qu’on voudra de Q, car ce point devrait se trouver sur
CD, ce qui est contraire a 'uniformité de la correspondance (les
points de CD correspondant déja tous aux points de AB ne
peuvent pas correspondre & d’autres points du carré). Si donc
celle-ci est biuniforme, elle ne peut pas étre continue 1.
D’ailleurs, la correspondance de M. Peano n’est continue que
dans un sens; & des points voisins du segment correspondent
des points voisins du carré, mais non inversement : 4 une

i 9
Fig. 4.

ligne continue tracée dans le carré correspond sur le segment
un ensemble de points qui n’est dense nulle part, et qui par
conséquent ne peut étre ni continu ni composé d’éléments
continus. En un mot, une telle correspondance ne peut pas
conserver toutes les relations de voisinage entre les points du
carré; elle en conserve quelques-unes (et c'est ce qui fait que
la courbe est continue), mais elle en détruit d’autres. Chacun
sent, plus ou moins confusément, qu'un point d’une surface a
plus de points voisins qu’un point d'une droite. Cest ce fait
qu'exprime la démonstration de M. Jiirgens.

Ainsi les continus d’'un nombre différent de dimensions ne

1. Cf. L. Mrcest, Sulla impossibile coesistenza della univocita e della conti-

nuita nella corrispondenza che si puo stabilire fra due spazi continui ad un
numero differente di dimensioni, ap. Rivista di Matematica, t. 11, p. 103 (1892).
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sont équivalents et indiscernables qu'au point de vue du
nombre cardinal de leurs éléments; ils se distinguent au
contraire les uns des autres par leurs propriétés ordinales.
Un segment!, un carré, un cube ne different nullement I'un de
I'autre comme classes de points; ils ne different que par I'ordre
et 'arrangement de leurs points, c’est-a-dire en définitive par
les relations établies entre eux, puisque tout ordre consiste en
un systéme de relations. Par conséquent, ce qui constitue pro-
prement et essentiellement les continus & plusieurs dimensions
(comme le econtinu linéaire), ce n’est pas un ensemble de
points, mais un ensemble de relations. Ce fait a une portée
philosophique manifeste; il signifie, en somme, que ’espace
n'est pas une simple « multiplicité », mais bien une multipli-
cité ordonnde; et il justifie la conception de Leisniz, qui voyait
dans I'espace, avant tout, un ordre.

Voiei donc comment il convient de définir les ensembles &
plusieurs dimensions. Un ensemble & une dimension est une
suite simple, dont les éléments sont des individus absolus {des
points}. Un ensemble & deux dimensions est une suife dauble,
c'est-d-dire dont les éléments sont & leur tour des suites simples.
Un ensemble & trois dimensions est une suife triple, dont les
éléments sont des suites doubles; et ainsi de suite. Ou plutot,
puisque toute suite consiste, au fond, en une relation asymé-
trique transitive qui en ordonne les éléments, un ensemble a
une dimension est une relation de ce type dont les termes sont
des individus absolus (ne sont pas des relations)., Un ensemble
4 deux dimensions est une relation dont les termes sont eux-
mémes des relations, c'est-a-dire une relation de relations. Un
ensemble 4 trois dimensions est une relation dont les termes sont
des relations de relations; et ainsi de suite. L’ensemble sera con-
tinu, si chacune des suites ou des relations qui le composent est
continue. Et comme la continuité est définie d’une maniére pure-
ment ordinale, on voit que cette définition n’implique que des
notions ordinales, et consiste entiérement en des relations?.

1. RusseLy, op. cit., § 354.
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Mais, par cela méme, cette définition implique un ordre déter-
miné entre les dimensions : seules, les suites correspondant &
la 1 dimension sont des suites simples; a la 2° dimension
correspondent des suites doubles; 3 la 3° des suites triples, etc.
Et c’est une question de savoir si les mémes éléments (points)
peuvent former des suites simples par rapport & la2¢, a la 3e,...
dimension. Cette propriété consiste en ce fait, que le champ
d’une relation de relations peut étre le champ d’une autre
relation de relations; en d'autres termes, le méme ensemble
qui a pu étre ordonné d’abord ‘suivant une dimension, puis
suivant une autre, pourra étre ordonné d'abord suivant la

seconde et ensuite suivant la premiére ; de sorte que les dimen-
sions seront commutables. Par exemple, un ensemble & 2 di-

mensions pourra étre considéré, soit comme une suite U de
suites u, u, u;... correspondant & la 1% dimension, soit comme
une suite V de suites », v, v;... correspondant & 1a 2¢, Or 'ensemble
peut étre considéré comme constitué par ’entre-croisement des
suites de premier ordre : u, u, u,... et v, v, v,..., au lieu d’étre
constitué par la succession des unes ou des autres. Pour plus de
clarté, nous appellerons ces suites des lignes, et I'ensemble
qu'elles composent une surface. Soit donc une surface S qu'on
peut constituer, soit avec le faisceau des lignes u, soit avecle fais-
ceau des lignes v; ces deux faisceaux, par cela seul qu’ils appar-
tiennent & la méme surface, auront les propriétés suivantes® :

1° Tout point de S appartient & une ligne u et & une ligne v,
En effet, I'ensemble S peut étre défini, soit comme suite des u,
soit comme suite des » : il faut donc que chacun de ses points
appartienne a une des lignes u et & une des lignes v.

20 Réciproquement, une ligne w et une ligne v ont toujours
un point commun. Car si un point de S appartenait & une
ligne u, par exemple, sans appartenit & une ligne v, cela signi-
flerait que I’ensemble des lignes v n'épuise pas 'ensemble des
points de S, contrairement & 'hypothése.

1. F. Exniques, Sulle ipotesi che permeliono Uintrodusione delle coordi-
nate in una varieta a piv dimensioni, ap. Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo, t. XII (1898).
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3° Soient », v, deux lignes du faisceau », a, b, ¢,... des points
de v,, a, b, c,... les points ol v, rencontre les lignes u qui passent
respectivement par a, b, ¢,...; l'ordre des points a, b, ¢,... est le
méme que celui des points «, 6, c,... En effet, il est le méme
que celui des lignes u correspondantes. En somme, chaque
ligne » ¢tablit entre les lignes v le méme ordre que la suite V,
et chaque ligne v établit entre les lignes u le méme ordre que
la suite U. Chaque ligne » rencontre en un seul point chaque
ligne v : on dit que les deux faisceaux sont unisécants.

Cela posé, on peut faire correspondre I'ensemble des nombres
réels tant aux points d'une ligne u (soit %) gqu’aux points
d’une ligne v (soit vy), de telle sorte que I'ordre des nombres
soit le méme que celui des poinls {ces deux ordres étant
continus). C’est l4, comme on sait, le procédé habituel pour
représenter les points d’une surface’ au moyen de deux coor-
données : chaque point de S étant I'intersection d'une ligne u
et d’'une ligne v, ses coordonnées seront les deux nombres réels
qui correspondent respectivement & ces deux lignes. Mais la
correspondance ainsi établie n'est pas nécessairement continue?;
pour qu’elle le soit, il suffit d’admetlre que la surface S porte
un troisieme faisceau de lignes w, qui est unisécant par rapport
aux deux premiers u, v. C’est & cette condition que ’ensemble
des points de la surface 8 pourra étre représenié d’'une maniére
continue par I'ensemble des systemes de deux nombres réels,
en d'autres termes, que la surface S pourra étre représentée
par deux coordonnées.

1. Une correspondance entre deux ensembles ordonnés est continue, si
& des points voisins de P'un correspondent des points voisins de l'autre;
autrement dit, si aux points de l'un qui ont pour limite le point P,
correspondent des points de Pautre ayant pour limite le point P! corres-
pondant & P. Par exemple, on peut concevoir sur la surface une ligne
qui soit continue en soi, ¢’est-a-dire un ensemble de points possédant entre
eux un ordre continu, mais qui ne soit pas continue sur la surface,
c’est--dire telle que les points voisins sur la ligne soient atssi voisins
sur la surface. Une ligne sera continue sur la surface, si elle a un point
commun avec chaque ligne u et avec chaque ligne v, et si les lignes de
chaque faisceau qui passent par certains de ses points oni, dans leur
faisceau, le méme ordre que ces points (Esmioues, op. cif., § 3). On voit

que cette nouvelle espice de countinuilé est encore définie d’une maniére
purement ordinale.
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De méme, étant donné un ensemble & 3 dimensions défini
(2 la manizre de Riemann) comme une suite simple de surfaces
(ensembles continus & 2 dimensions), on peut montrer d'abord
qu’il est constitué par 3 faisceaux de surfaces «, B, y (les sur-
faces « et B se coupant suivant les lignes ¢, les surfaces B et y
suivant les lignes a, et les surfaces y et « suivant les lignes 4),
car, sizest le faisceau générateur, chaque point d'une surface «
est l'intersection d’une ligne b et d’une ligne ¢ de cette surface
(dont les faisceaux entre-croisés la constituent), et se trouve
en méme temps sur une des lignes « qui correspondent a la
troisieme dimension. Or cette ligne a détermine avee cette ligne &
une surface du faisceau v, et avec cette ligne ¢ une surface du
faisceau f. Cet ensemble étant ainsi défini, on pourra le repré-
senter d'une maniére continue par trois coordonnées {attachées
respectivement aux surfaces «, 8 et y), s'il existe un quatriéme
faisceau de surfaces 3 qui coupent les surfaces =, B, v suivant
des lignes, et les lignes a, b, c en des poinls uniques *.

Telle est la condition (suffisante, sinon nécessaire) pour
qu'un ensemble a plusieurs dimensions défini par des suites
linéaires continues soit Iui-méme conlinu. Il ne suffit pas, en
effet, qu’il soit constitué par des faisceaux séparément continus:
il faut encore qu'il y ait continuité entre les divers faisceaux,
et celte continuité est assurée ou manifestée par celle d’un
faiscean supplémentaire qui coupe obliquement les autres, et
établit par la enire eux une correspondance pour ainsi dire
diagonale. ‘

La correspondance établie entre chaque point d’un ensemble
& plusieurs dimensions et le systeme des nombres réels qui
sont ses coordonnées est, sinon V'origine, du moins la raison
d'étre des nombres complexes. Un nombre complexe & n dimen-
sions, en effet, est, comme on dit, le systéme de » nombres réels
pris dans un ordre déterminé; or, quelle raison aurait-on de
former et de considérer de tels systemes, si ce n’est pour repré-
senter les éléments d’un ensemble & n dimensions? L’ordre

1. ENRIQuEs, op. cit., § 14.

Coururat. — Les principes des mathématiques. 10



138 LA GEOMETRIE

qu'on leur assigne n’a d’autre but que de déterminer & quelle
dimension chacun d'eux correspond. On y arrive aussi en consi-
dérant chacun d’eux comme le coefficient d'une unité spéciale,
qu'on peut alors permuter avec les autres (tout en lui conser-
vant son indice ou numéra), et coneevoir ainsi les nombres
complexes comme relatifs « & n unités principales ». Dans tous
les cas, ce qui fait I'unilé du nombre complexe et le lien entre
les nombres réels qui le composent, c'est le fait qu’il représente
un élément unique et déterminé d’un ensemble & n dimensions.

1l convient de définir plus rigoureusement les nombres com-
plexes; en effet, dire qu’'un nombre complexe est le systéme
de n nombres réels, ¢'est exclure, semble-t-il, le cas ot 2 ou
plusieurs de ces nombres seraient égaux (c'est-a-direidentiques}.
Il vaut done mieux dire qu’'un nombre complexe est une rela-
tion couniforme entre les nombres réels et les n premiers
nombres entiers (ou une relation uniforme entre les n premiers
nombres entiers et les nombres réels). En effet, dans un nombre
complexe (x,, %,,... Z,), chaque élément est un nombre réel fonc-
tion de son indice (1, 2,... n), et cette fonction est couniforme,
clest-a-dire qu'a chaque indice correspond un seul nombre
réel ; mais un méme nombre réel peut correspondre & plusieurs
indices 1.

Nons avons dit que la Géométrie élémentaire n'a pas besoin
des notions de ligne et de surface en général. Il y a pourtant
une branche de la Géométrie oi 'on considére les lignes et les
surfaces comme telles; ¢'est ce que Riemany appelait I' Analysis
situs, d’'un lerme emprunté & LEsNz, mais employé dans un
autre sens 2, Il entendait par 12 Pétude des « grandeurs con-

{. RussEeLL, op. cif., § $60.

3, Comme RIEMANN en convient lui-méme : « Bei der Untersuchung der
Funclionen, welche aus der Integralion vollstindiger Differentiglien
entstehen, sind einige der Analysis situs angehorige Sitze fast unenibehr-
lich. Mit diesem von Lemsirz, wenn auch vielleicht nicht ganz in der-
selben Bedeuntung, gebrauchten Namen darf wohl ein Theit der Lehre von
den sletigen Grossen bezeichnet werden, welcher die Grossen nicht als
unsbhiingiz von der Lage existirend und durch einander messbar
betrachtet, sondern von den Massverhaltnissen ganz absehend, nur ihre
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tinues », considérées, non dans leurs relations métriques,
mais seulement dans leurs relations de lieu et de situation
réciproque. Cette définition contient un mot de trop : « gran-
deur », car précisément 'Analysis situs fait complétement
abstraction de la grandeur; et elle ne distingue pas suffisam-
ment cette science de la Géométrie projective, qui est aussi
une étude des relations de situation . Pour plus de précision
et de commodité, nous appellerons cette science la Topologie,
avec certains auteurs allemands et anglais®.

M. Exriouis Yappelle la théorie des connexions *; et c’est en
effet ainsi que Riemann I'a entendue, pour les besoins de sa
théorie des fonctions. Il distingue les surfaces simplement con-
nexes et les surfaces multiplement (doublement, triplement,...)
connexes. Une surface simplement connexe est une surface telle
qu’une courbe fermée tracée sur elle enferme une portion de
cette surface. Si sur une surface on peut mener » courbes fer-
mées qui, séparément ou réunies, n’enferment aucune portion
de cette surface, mais qui, avec toute autre courbe fermée,
en enferment une porlion, la surface est (rn—1)-uplement
connexe. Une surface (n-+-1) -uplement connexe se transforme
en une surface n-uplement connexe au moyen d'une coupure
quelconque, pourvu que celle-ci ne la partage pas, et par
suite peut étre transformée en une surface simplement connexe

Orts- und Gebietsverhiltnisse der Untersuchung unterwirft. » Theorie der
Abelscher. Functionen, § 2, ap. Journal de Crelle, t. LIV (1857). Dans sa
fameuse dissertation Ueber die Hypothesen, welche der Geomelrie su Grunde
liegen (185%), Riemann fait allusion & la méme science (1, § 1), et dit que
Pon n’y peut comparer deux grandeurs entre elles que si l'une est partie
de lautre. Ce qu’il entend par les « relations de région » (Gebietsver-
haltnisse), c’est done la relation de contenant a contenu ou de tout a
partie, qui est la relation fondamentale du Calcul des classes. Ainsi
congue, la Topologie se confondrait avec la théoric des ensembles.

1. En fait, c’est & la Géométrie projective ou a la Géométrie descriptive
que correspondait I'Analysis situs de LEiBNIZ.

2. Il importe d’avoir un mot simple, pour pouvoir en former des dérivés
(topologiquei. Pour la méme raison, il conviendrait d’avoir un mot simple
pour désigner la théorie des ensembles (et pouvoir traduire, par exemple,
Padjectif allemand mengentheoretisch).

3. Questioni riguardanii la Geometria elementure, art. 1, § 4 (Bologna,
1900) ; Sulla spiegasione psichologica dei postulali della Geomelria, ap. Riviste
filosofica (mars-avril 1901). .
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au moyen de » eoupures, Cela poséd, l'objet essentiel de la
Topologie, ce sont les connexions des surfaces et, plus géné-
ralement, les relations de contizuité et de continuité entre les
points des lignes et des surfaces, abstraction faite de la gran-
deur de ces figures et méme de leur forme. Plus précisément,
les connexions sont les invariants des transformations biuni-
formes et continues, de sorte que ces transformations sont les
seules qu'admette la Topologie. Qu'on imagine un écheveau
de fils emmélés et noués, une ou plusieurs surfaces tordues et
enchevétrées, et qu'on les déforme sans rien eouper ni déchirer
(comme si ces fils et ces surfaces étaient réalisés en une
matitre parfaitement ductile et élastique), sans rien coller
non plus : on aura une idée des transformations qui caracté-
risent la Topologie. Peu importe que les lignes soient droites
ou courbes, que les surfaces soient planes ou gauches; peu
importe leur grandeur relative, on peut Jes étendre ou les rétrécir
indéfiniment, pourvu qu'on n’y introduise aucune solution de
continuité {ni aucune connexion nouvelle). Le nceud gordien
etait un probléme de Topoloegie; tous les ncends, toutes les
« questions d’Orient» en sont d’autrest. Qu'un homme qui a
les mains lides puisse retourner son gilet et le mettre & Penvers,
c’est une propesition de Topologie.

Mais celte science n’a pas sealement pour objet Pélude des
connexions % et d’ailleurs la notion de connexion ng peut étre
considérée comme primordiale. En effet, cette notion se définit,
on I'a vu, an moyen de celle de courbe fermée; or celle-ci est
déja fort complexe et difficile 3 définir. Elle donne lieu & une
proposition fondamentale de la Topologie, que voici : « Une

1. Une fameuse question de Topoiogie est le probléme des ponts de
Kerigsberg, traité par Evier : la ville de Keenigsberg comprenant une
ile reliée par plusieurs ponts aux rives de la Pregel, il s'agissait de
décrire un chemin fermé qui passit une seule fois par chacun de ces
ponts. Voir Rouse-BawL, Problémes et récréations mathématiques, Paris,
Hermann, 1898.

2. Par exemple, la question du nombre des couleurs nécessaires pour
distinguer les régions d'une carte géographigue veldve de la Topologie.
Yoir P. Wersicks, Ueber den kartographischen Vierfarbensats, ap. Math.
Annalen, t. LVHI {1304}, ot Pon trouvera une bibliographie de cette
guestion curieuse.
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courbe plane fermée partage son plan en deux régions séparées,
C'est-a-dire telles que toute ligne continue qui joint un point
de l'une & un point de l'autre la traverse nécessairement
(a au moins un point commun avec elle) ». Cette proposition
semble élémentaire, et a longtemps été admise comme évidente;
pourtant (ou plutdt & cause de cela), elle n'a été démontrée
que par M. JorpAN *; et ce seul fait montre quelle différence il
y a entre la rigueur logique et la soi-disant évidence de
Iintuition. Encore la démonstration de M. Jordan a-t-elle paru
insuffisante & plusieurs mathématiciens, parce qu’elle postule
la vérité de la proposition pour le cas d'un polygone simple 2.
Il est vrai que, comme on le verra (p. 172,) on peut la démon-
trer rigoureusement dans ce cas, au moyen des axiomes de la
Géométrie descriptive. On peut aussi, comme fait M. ViBLEN,
la démontrer d’'une manitre ‘générale en donnant de la
courbe simple une définition non-métrique, ce qui a 'avantage
d’affranchir la Topologie de la Géométrie métrique. Enfin
M. ScmOnrLIEs a remarqué que cette propriété, qu’une courbe
fermée partage le plan en deux régions séparées, n'est pas
réciproque, c’est-a-dire qu'il y a des ensembles de points quj
partagent le plan de celte maniére et qui ne sont pourtant pas
des courbes continues?; et il définit comme suit la courbe simple
fermée : « Cest un ensemble de points C parfait, qui partage
le plan en deux régions E (extérieure) et I (intérieure), telles
que: 1° Deux points quelconques, soit de E, soit de I, peuvent
étre joints par une ligne simple qui ne rencontre pas G; 2° Tout
point de C peut étre joint & un peint quelconque de E ou de I
par une ligne simple contenue tout entiére dans E ou dans I ».
Des conditions de Pénoncé il résulte qu’'un point de E et un
point de I peuvent &tre joints par une ligne simple qui n'a
qu'un point commun avec C. Le méme auteur démontre que

1. Cours d’Analyse, 2° éd., t. I, p. 92.

2. Oswald VEBLEN, Theory on plane curves in non-metrical Analysis situs,
ap. Transactions of the American Math. Society, t. VI, p. 83 {1905).

3. Ueber einen grundlegenden Salz der Analysis Sifus, ap. Gétlinger
Nachrichten, 1902; Beitrige zur Theorie der Punlkimengen, ap. Math. An-
nalen, t. LVIIL (1904).
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toute courbe simple fermée peut se transformer en une circon-
férence par une transformation biuniforme et continue; de
sorte qu’elle est « semblable » ou « équivalente » & une circon-
férence au point de vue topologique!. C'est bien 14 la notion
qu’on s'en fait ordinairement ; mais on voit combien il est diffi-
cile de définir logiquement une notion qui parait si simple pour
Tintuition.

Telle est la théorie ou les notions de ligne en général et de
surface en général sont fondamentales. Elle est fort difficile et
fort peu avancée, et, comme on voit, elle n'a rien de commun
avec la Géométrie élémentaire. Bien plus : elle procéde moins
de la Géométrie que de I'Analyse, car, si nous ne nous
trompons, elle est née surtout de Ia considération des « che-
mins » que P'on fait décrire aux variables complexes, et des
« surfaces de Riemann » imaginées pour servir de carriére aux
diverses « branches » des fonctions. Ainsi c'est la théorie pure-
ment analytique des fonclions qui a donné naissance & ces
problémes de situation et de configuration, qui semblent ne
relever que de lintuition.

§ B. — GROMETRIE PROJECTIVE.

Si on laisse de cdté la Topologie, celte branche isolée et
encore peu développée de la Géométrie, dont il convenait
cependant de marquer la place et le role, toutes les théories
géométriques se rattachent & trois corps de doctrines qui sont :
la Géométrie projective, la Géométrie descriptive et Ia Géomé-
trie métrique. Ces trois-Géométries ne se distinguent pas par
leur objet {qui est ou peut &tre le méme), mais par leors
axiomes et surtout par leurs notions premiéres. Toutes les
trois ont pour notion premiére commune le point. Mais la Géo-
métrie projective lui adjoint, comme seconde notion premiére,
la droite projective (illimitée); la Géométrie descriptive, le
segment rectiligne; et la Géométrie métrique, la distance, la

1. Cf. G. CousgesiAc, Géoméirie et Mélrique, ap. Revue des Idées (15 mai 1908).
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congruence ou le mouvement. Nous allons exposer tour & tour
les principes de ces trois doctrines.

La Géométrie projective étudie exclusivement les propriétés
projectives des figures, c’est-a-dire celles qui ne varient pas
quand on transforme une figure par projection. L’instrument
de toute projection est la ligne droite indéfinie; c’est ce qui
explique le réle fondamental qu’elle joue dans celte science.
La Géométrie projective s’appelle encore la Géométrie de posi-
tion, mais cette dénomination est trop large : elle s’applique-
rait presque aussi bien a la Topologie et & la Géométrie
descriptive..De toutes les positions relatives possibles, la Géo-
mélrie projective ne considére que les alignements, c’est-a-dire
Je fait que plusieurs points appartiennent & une méme droite.
Pour donner un apercu de la constitution logique de cette
science, nous allons énumérer les postulats qui suffisent & la
fonder, et énoncer les principales propositions qui en décou-
lent 1.

Les premiers postulats de la Géométrie projective sont rela-
tifs & la notion indéfinissable de point :

« I. Les points forment une classe. »

« H. 1l 'y a (au moins) un point. »

« IIL. 8i @ est un point, il existe un point différent de a. »

1. L'exposé qui suit est le résumé du mémoire de M. Preri : 1 principii
della Geomelria di posisione composti in sislema logico deduttivo, ap.
Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, ser. I, t. XLVIII
(1898). Cf. les mémoires suivants du méme auteur : Sui principii che reggono
lo Geometria di posizione et Sugli ent primitivi della Geometria projettiva
astralta, ap. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, t. XXX-
XXXIT (1893-97); Un sistema di postulati per la Geometrin projettiva
astratta degl iperspazi, ap. Revue de Mathématiques, t. V1 (1896); Nuovo
modo di svolgere dedutlivamente la Geometria projettiva, ap. Rendiconti
del R. Istituto Lombardo, t. XXXI (1898). Dans ce dernier meémoire,
M. Pier1 construit toute la Géométrie projective sur les deux notions pre-
mitres de point et d’homographie, dé méme qu'il construit la Géométrie
métrique sur les deux notions premitres de poini et de mouvement
(v. § D). Enfin le méme auteur a réduit en forme logique la Géométrie de
la droite, ou de P'espace con¢u comme ensemble de droites (d’apres
PLUCKER) : Sui principii che reggono la Geometria delle rette, ap. Aili della
R. Accademia di Torino, t. XXXVI (1901); et la Géométrie projective com-
plexe, c’esi-a-dire comprenant les éléments dits imaginaires (points,
droites et plans) : Nuovi principii di Geometria projettiva complessa, ap.
Memorie della R. Accademia di Torino, t. LV (1905).
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La ligne droite est, avons-nous dit, la seconde notion indé-
finissable. Soient deux points a et b, il y a une entité qu'on nom-
mera la droite ab, et que caractérisent les postulats suivants :

« 1V. Si « et & sonl deux points différents, la droite ab est
une classe. »

« V. Chaque individu de cette classe est un point. »

« VI. 8i a et b sont deux points différents, Ia droile ab est
contenue dans la droite ba »; d’our il résulte immédiatement
qu'elle coincide aveeelle(c'est-a-dire lui est identique); ainsi la
droite projective n’a pas de sens déterminé.

« VII. 8i a et b sont des points distincts, ¢ appartient & la
droite ab »; et par suite b lui appartient aussi.

« VIII. Si @ et & sont des poinls distinets, la droite ab con-
tient au moins un point distinct de ¢ et de b. »

On remarquera L'utilité de ces postulats existentiels (II, III,
VIITj : dans une théorie rigoureusement logique, on ne consi-
dére pas un seul point sans en avoir démontré ou postulé
Iexistence. Or, pour démontrer I'existence d’un point, il faut
avoir quelques postulats existentiels qui affirment que tel point
existe si tels autres points existent. Il ne s’agit d'ailleurs que
d’une existence logique et idéale; cela revient, au fond, &
dire que tel point est déterminé par tels antres points.

« IX. a et b étant des points cistincts, et ¢ un point de la
droite ab distinct de @, & est un point de la droite ac. »

« X. Dans la méme hypothése, la droite ac ‘est contenue
dans la droite ab. » D'ow il snit immédiatement que ces deux
droites eoincident (sont identiques). On peut démontrer alors
que, si ¢ et d sont deux points distincts de la droite ab, celle-ci
coincide avee la droite cd! anirement dit, qu'une droite est
déterminée par deux quelconques de ses points®.

On définit alors la relation d'alignement : Trois points sont
collinéaives, 8'ils appartiennent & une méme droite. Trois points
sont nécessairement collinéaires, si deux d’entre eux eoincident
{sont identiques).

1. Ainsi cette propriété de la droite, qui lui sert souvent de définition,
peut se déduire de postulats plus simples.
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Pour sortir de la droite, et pouvoir considérer plusieurs
droites, il faut admettre le postulat existentiel suivant :

« XI. a, b étant des points distinets, il existe au moins un
point n’appartenant pas & la droite ab. » D’ou I'on peut con-
clure qu’il existe plusieurs droites (six au moins, en vertu du
postulat VIII).

Pour arriver a la notion de plan, il faut encore un postulat:

« XII. a, b, ¢ étant 3 points non collinéaires, a’ un point de b¢
autre que b et ¢, b’ un point de ‘ac autre que a et ¢, les droites
aa’ et bb' se rencontrent. » C'est encore un postalat d’existence :
« il existe un point commun adx droites aa’ et ' ». Ge pos-
tulat aura pour conséquence que deux droites quelconques d'un
méme plan se rencontrent toujours (ce qui exclut la géométrie
d’Buclide et celle de Lobatchevskij). Si 'on désigne par abe
I'ensemble des points situés sur quelque droite passant par a
et par un point de bc, on peut démontrer, au moyen du pos-
tulat précédent, les identités suivantes :

abc = ach = bac = bca—=cab = cba.

La figure (ensemble de points) ainsi déterminée sera par défi-
nition le plan abc (’ordre de ces trois lettres étant indifférent).

Si d, e, f sont 3 points non collinéaires d'un plan abe,
celui-ci coincide avec le plan def. Autrement dit, un plan est
déterminé par 3 de ses points non collinéaires. 1l en résulte
immédiatement qu’un plan contient toute droite dont il con-
tient deux points. Ainsi se trouve démontrée la propriété dont
on se sert ordinairement pour définir le plan.

Introduisons ici une notation dont nous allons avoir besoin. .
De méme que la droite déterminée par deux points s’indique
comme le produit de ces points, le point déterminé par deux
droites (c’est-a-dire leur intersection) s’indique comme le pro-
duit de ces droites. Ainsi (ab. ¢d) représente le point d’inter-
section des droites ab et cd i. ,

On peut maintenant définir le guatriéme harmonique de trois

1. Cette notation provient du’ Caleul de 'extension de GRASSMANN.:
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points collinéaires a, &, ¢, ou le conjugué harmonigue de ¢ par
rapport & a et b. C'est un point x de la droite ab, tel qu'il existe
deux points distinets u ,v n’appartenant pas & ab et alignés avec
¢, et que les points d’intersection (au. bv), (av. bu) sont alignés
avee z (fig. 3). Comme on voit, cette définition n’implique
aucune notion ou relation autre que celles que nous avons
admises ou définies; elle est purement projective et ne contient
aucun élément métrique. Le point  s'oblient, en partant des
points «, b, ¢, au moyen d'une construction que la définition
indique et qu'on appelle le quadrilatére de Staudt'. I faut

Fig. 5.

remarquer que la définition susdite n’'implique nullement que
le conjugué harmonique existe, ni qu'il soit unique. On montre
d’abord quil existe; mais, pour pouvoir démontrer qu’il est
unique, il faut sortic du plan et admettre le postulat suivant:

« XI1L. a, b, ¢ étant des points non collinéaires, il existe au
moins un point qui n'appartient pas au plan abe. »

Ce postulat, joint aux précédents, pernet en effet de démon-
trer le théoreme des (riangles homologiques {dit de DESARGUES),
dont dépend le théoréme de I'unicité du conjugué harmonique,
C’est nn fait trés remarquable que le théoréme des triangles
homologiques dans le plan, et par suite I'unicité du quatriéme
harmonique, qui s'cbtient par une construclion plane, ne puis-
sent se démontrer qu’au moyen du théoréme des triangles

1. Quand on considere le quadrilatére (ou mieux quadrangle) complet

a'ub'y, ses cotés opposés se coupent en a et b, el ses diagenales coupent
1a droite ab aux points ¢ et z, conjugués harmoniques par rapporta a et b.
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homologiques dans Il'espace, c’est-a-dire d’un appel a la
3¢ dimension.

La théorie des groupes harmoniques demande qu’on postule
encore une proposition qui ne résulte pas logiquement des
précédentes, & savoir :

«XIV. a, b, ¢ étant des points collinéaires distincts, leur qua-
tritme harmonique ne coincide pas avec ¢!, »

Ce postulat équivaut a la proposition suivante? : « a, b, ¢,
d étant les points d'un plan non collinéaires 3 & 3, les points
(ab. cd), (ac. bd) et (ad. be) ne sont pas collinéaires. » (PFig. 6.)

ad.bec

Fig. 6.

Jusqu'ici on a considéré la droite projective dans sa lotalité,
sans y discerner aucun ordre ni aucune partie. M. Pieri a
réussi & y définir le segment par des notions purement projec-
tives, c’est-a-dire au moyen de la relation harmonique. Voici
comment :. « a, b, ¢ étant 3 points collinéaires, le segment abc
est l'ensemble des points dont chacun est le conjugué harmo-
nique de b par rapport & deux points distincts qui sont eux-
mémes conjugués harmoniques par rapport & a el c. » Auntre-
ment dit, soient y‘et % deux points conjugués harmoniques par
rapport a a et ¢; le conjugué harmonique de & par rapport
& y et z appartiendra, par définition, au segment aéc.

1. C’est M. Faxo qui a prouvé la nécessité de ce postulat, c’est-a-dire son
indépendance logique par rapport aux précédents : Sui postulati fonda-
menltali delle Geometria projetiiva, ap. Giornale di Matematiche, t. XXX
(4894).

2.1l équivaut encore & cette proposition plus simple : « Il y a une droite
gui contient plus de 3 points. » (RusskLL, op. cit., p. 385, note 1.)
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Pour expliquer cette définition en termes ordinaires, il faut
coneevoir la droite projective comme une ligne fermée; par
suite, deux points distinets @, ¢ y déterminent deux segments
(comme sur une circonférence); pour distinguer ceux-¢i, il faut
donner un 3° point & distinet des deux premiers; le segment abe
sera celui des deux segments déterminés par e et ¢ qui contient
le point &. Les points a et ¢ en seront les extrémités?; il est &
remarquer qu'ils n’appartiennent pas au segment abe, tandis
que le point b lui appartient. Le segment est symétrique par
rapport a ses extrémités, c’est-a-dire que le segment abc est
idenlique au segment cba.

Le segment ainsi défini jouit de la propriété projective, ou,
comme on dit, se conserve par projection. Gela veut dire exac-
tement ceci : Soient , b, ¢, d & points T’une droite, &', ¥', ¢/, d'
les projections des précédents sur une autre droite (c'est-a-
dire que les droites ad’, b¢', c¢’, dd’ concourent en un méme
point). Si le point d appartient an segment abe, le point &
appartiendra au segment a'b’¢’, et réciproquement.

On peut maintenant définir la relation de séparation entre
4 points d’'une droite projective®. Si le point d n’appartient
pas au segment abc et ne coincide ni avec a ni avec ¢, on dira
que les points a et ¢ séparent lespoints b et d. On peut démon-
trer que cette relation est symétrique, tant par rapport aux
deux points de chaque couple que par rapport aux deux couples.
Cette relation est projective, comme le segment méme.

Drailleurs, la notion de segment projectif n'est qu'une autre
forme de la notion de séparation : car la définition méme du
segment repose sur cette propriété connue de la relation de
séparation : « Si deux couples de points tous distincts sur une
droite se séparent mutuellement, il n’existe pas de couple de
points conjugués harmonigues par rapport & chacun des deux
premiers; et réciproquement. »

1. 11 est & peine besoin de faire remarquer que cette explication sup-
pose connu lordre des points de la droite, ordre que la définition en
question a au contraire pour but de déterminer.

2. Cf. Chap. u1, § A {p. 72).
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« XV. a, b, c étant 3 points distincts d'une droite, si un point d
de cette droite, distinct de a et de ¢, n’appartient pas au seg-
ment abe, il appartient au segment bca. »

De ce postulat on déduit que, dans la méme hypothése,
d appartiendra au segment cad, ¢ au segment abd, b au seg-
ment acd, et a au segment cbd (v. fig. 7).

« XVI. a, b, ¢ étant 8 points distinets d’une droite, si un
point d appartient & la fois aux segments bea et cab, il ne pourra,
appartenir au segment abe'. » Ce postulat revient & dire que,
si les couples (a, ¢) et (b, d) se séparent mutuellement, les
couples (a, b) et (¢, d) ne peuvent pas se séparer, non plus

a

c
Fig. 1.

que les couples (a, d) et (4, ¢). En d’autres termes, quatre
points d'une droite ne peuvent se répartir que d’une seule
maniére en couples séparés. On peut alors démontrer que le
conjugué harmonique de ¢ par rapport a a et b est séparé
de ¢ par a, 4.

« XVII. a, b, ¢ étant des points collinéaires distincts, ¢ un
point du segment abc, et ¢ un point du segment adc : le point e
appartient au segment abe. »

Ce postulat revient & dire : si les points a et ¢ ne sont pas
séparés par 6 et d, ni par d et'e, ils ne sont pas séparés non
plus par bet e. Il permet d’établir que la droite est une ligne
fermée, qu'elle contient une infinité de points, et qu'elle est
divisée par deux de ses points en deux segments. On peut

1. Ainsi, des 3 segments abe, bea, cab qu'on peut distinguer sur la
droite, deux et deux seulement peuvent contenir un point quelconque.
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alors définir I'ordre naturel des points &’une droite, et y distin-
guer deux sens inverses®. Ces notions ordinales ne jouent d'ail-
leurs aucun role dans la démonstration des propositions sui-
vantes (elles reparaissent seulement dans le postulat de conti-
nuité XVIII); mais il est intéressant de savoir qu’on peut les
définir au moyen des seules notions projectives que nous avons
citées .

De la notion du segment projectif dérivent les notions du
triangle et du tétracdre projectifs. Soient 3 points non colli-

Fig. 8.

néaires a, b, ¢, et d un point du plan abe non situé sur ab,
be ou ca; soit a le point {(be. ad), &' le point (ca. bd); le triangle
projectif abed est le lieu des points  tels que les droites az,
bz rencontrent les droites be, cu respectivement a Uintéricur
dessegments da'c, cb’a {fig. 8). Le triangle ainsi défini est contenu
dans le plan abe; il contient en particulier le point d qui sert ale
définir, mais non ses 3 cotés ab, b, ca, ni par suvite ses 3 som-
mets a, 4, ¢. On démontre que cette définition est symétrique

4. Plus précisétment, on définit la relation binaire: « Le point x suit le
point y dans Verdre des points «, &, ¢. » Ainsi il faul donner 3 points
d’une droite pour y déterminer un ordre (Cf. Chap. ut, § A, p. 69).

2. Ces propri¢tés ordinales de la droite (plus généralement, des formes
de 1 espéce) constituent le postulat V de M. Exuiques (Sui fondamenii
della Geometria projettiva, 1894 qui définit « la disposition circulaire des
élémenls » de la droite, & deux sens inverses 'un de l'autre.
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par rapport aux 3 sommets et aux 3 colés; d’ott ’on conclut
que, si ¢’ est le point (ab. ¢d), le triangle abed est le lieu des
points qui sont projetés des 3 sommets respectivement sur
les cotés opposés, c’est-a-dire sur les segments ba'c, cb'a, ac’h.

Trois points d'un plan déterminent quatre triangles projee-
tifs, qui se distinguent par la situation du 4° point d. Clest
pourquoi il est nécessaire (et suffisant), pour déterminer chacun
d’eux, de donner, outre les 3 sommets, un point quelconque dé
son intérieur '. Dans la figure 9, ces quatre triangles (entre les-

\\ ’

s
Fig. 9.

quels tout le plan est réparti) sont représentés par la région
blanche et les régions diversement hachurées?.

On démontre qu'une droite qui rencontre un des cotés
d’un triangle (c’est-a-dire qui a un point commun avec lvi) en
rencontre également un second; qu’une droite qui rencontre
deux cotés d'un triangle ne rencontre pas le 8° (mais bien son
prolongement); qu’une droite quelconque du plan d'un triangle
rencontre deux de ses cdtés ou n’en rencontre aucun; enfin,

1. De méme que pour déterminer un segment il faut donner, outre ses
extrémités, un point de son intérieur. ’

2. Chaque coté détermine deux triangles avec angle correspondant
(formé de deux angles simples opposés par le sommet); cela fail 6 trian-
gles, mais trois d’entre eux coincident (abe = cab = bhea}, ce qui réduit
leur nombre & quatre. On peut encore concevoir (moins symétriquement)
ces triangles comme les parties communes & deux angles ayant pour

sommets respectifs a et 6. Comme il'y a deux angles pour chacun de ces
sommets, cela fait ¢uatre combinaisons, qui sont les quatre triangles.
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que sur les £ triangles déterminés par 3 points ou par 3 droites
d’un plan, une droite de ce plan péndtre dans 3 d’entre eux,
mais non dans le 4°.

On peut alors définir et étudier les transformations segmen-
iaires, c'est-a-dire celles qui transforment un segment en un
segment : a, b, ¢, d étant 4 points d’une droite eta’, &', ¢/, d' les
4 poinis correspondants {d’'une autre droite), si d appartient
au segment abe, d' appartiendra an segment ¢'d'c’.

11 importe ici de postuler la continuité des segments, au
moyen d’'un axiome analogue & celui de M. Depexinp, et que
M. Pier1 formule comme suit ! :

« XVIIL. Si le segment abe est divisé en deux parties X, Y
dont chacune contient au moins un point, et telles que tout
point = de X précéde tout point y de Y dans l'ordre abe?, il
existe (au moins) un point = du segment abe tel que tout point
de abe qui le précede appartient & X, et que tout point de abe
quile suit appartient 8 Y3. »

On démontre ensuite que le point z ainsi défini est unique :
¢’est la limite commune des deux ensembles X, Y.

On établit alors le théoréme du point double : « Soit un seg-
ment abc qu'une transformation segmentaire biuniforme trans-
forme en un segment a’b'c’ contenu dans abe; il existe dans a’d'e’
un point double {c’est-a-dire qui coincide avec le point cor-
respondant de afc) tel qu’il n’est préeédé d'aucun point double
dans abct. »

La relation harmonique fournit une transformation segmen-

1. M. Prert a montré tout récemment (Circa il leovema fondamentale di
Staudt e i principii della Geometria projettiva, ap. Atii dell’ Academia delle
Sciense di Torine, 1904} que, pour établir le théoréme de Staudt, il suffi
d’admettre un postulat moins « fort » que le postulat XVHI, qui n’im-
plique pas la continuité, et qui, fournissant seulement un ensemble
dénombrable de poinls, permet de fonder la Géométrie projective du 1+ et
du 2° degrés {comprenant seulement les opératiens rationnelles et I'extrac-
tion de la racine carrée).

2. Rappelons quon a défini Pordre des points d’un segment par rap-
port & 3 points fixes a, 4, ¢ (v. p. 150, note {).

3. Ce postulat de la continuité a été formulé de la méme maniére par
F. Exnricues, Sui fondamenli della Geomelria projettiva (1834},

4. EnriQues, op. cit., § 95 Pieri, op. cit., § 9.
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taire d’'une droite en elle-méme, qui consiste & échanger entre
eux les points conjugués par rapport a deux points fixes; c’est
ce qu'on appelle une transformation harmonique.

On peut alors démontrer le théoréme de Staudt : Toute trans-
formation harmonique qui contient trois points doubles est
une identité; autrement dit, si dans une transformation har-
monique 3 points coincident avec leurs correspondants, tous
les autres poinls coincident avee leurs correspondants!?.

De ce théoreme il résulte qu'une transformation harmo-
nique est déterminée par 3 points. Cest le théoreme fonda-
mental de la Géométrie projective *. C'est lui qui permet d’ap-
pliquer les nombres réels aux figures projectives, et d'établir
ainsi les coordonnées projectives, sans l'intervention d’aucune
notion métrique®. Par suite, une fois cette application faite,
toute question de Géométrie projective se réduit (comme dans
la Géométrie analytique cartésienne) & une question d’Algébre,
résoluble par des moyens purement analytiques (c’est-a-dire
logiques). Ainsi les 18 postulats précédents suffisent & fonder
la Géomélrie projective de I'espace général & n dimensions.

Si I'on veut se restreindre a l'espace ordinaire 3 3 dimen-
sions, on devra admettre un postulat de plus :

« XIX. a, b, ¢, d étant 4 points non dans un méme plan,

1. Staupr, Geomelrie der Lage,§ 106 (1847); Pascm, Vorlesungen iiber
neuere Geomeltrie, p. 126 (1882) ; ENrIQUES, op. cit., § 14; PiEny, op. cif., § 10.

2. M. WIERER a affirmé que le théoreme fondamental de la Géométrie
projective peut se démontrer sans aucun postulat de continuité, au moyen
des théoremes de Desargues et de Pascal (Ueber die Grundiagen und den
Ausbaw der Geometrie, ap. Jahreshericht der deutschen Mathemaliker-
Vereinigung, t. I, p. 41; t. III, p. 70); et M. Scnor a effectué cette démons-
tration (Ueber den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie, ap. Mathe-
matische Annalen, t. L, p. 401-409; 1899); Ueber die Grundlagen der Geometrie,
§ 2, ap. Math. Ann., t. LV, 1902). Mais les théorémes invoqués reposent
sur les axiomes de congruence, qui appartiennent & la Géométrie métrique.
M. BaLsenr a au contraire démontré le théoréme fondamental au moyen
du postulat de continuité de Dedekind (c’est-a-dire de la continuilé ordi-
nale), sans invoquer la conlinuité géométrique, c’est-a-dire métrique (Ueber
den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie, ap. Mathematische Annalen,
t. LV, p. 293-300; 1902).

3. Cette question des coordonnées projectives, sur laquelle nous ne
voulons pas insister, parce qu’elle a surtout un intérét technique, a été
traitée a fond par Pasch, op. cit., § 22.

CouturaT. — Les principes des mathématiques. 11
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et e un 3° point non situé dans aucun des plans abe, abd, acd,
bad, il existe un point commun & la droite a¢ et au plan bed. »

Ce postulat signifie qu’un plan et une droite ont toujours un
point commun; ce qui équivaut & dire que P'espace n'a que
3 dimensions. On en déduit que deux plans ont toujours une
droite commune.

La limitation & 3 du nombre des dimensions a pour effet
d’établir entre les points et les plans la dualité si remarquable
qui caractérise la Géométrie projective ordinaire, et qui con-
siste en ce que toute proposition projective donne lieu & une
autre proposition également vraie, si Pon y remplace les points
par des plans, les plans par des points, et si 'on conserve les
droites avec les relations qu’elles soutienpent, soit avec les
points, soit avec les plans!. Cette réciprocité vient, comme
Uexplique M. P1:Rri, de ce fait que, les notions indéfinissables de
la théorie étant celles de point et de droite (série de points), dont
le sens, dés lors, est indifférent & la vérité de la théorie, celle-ci
reste vraie si 'on denne a ces entités un autre sens qui vérifie
les mémes relations {énoncées dans les postulats}. Or on peut
leur donuner respectivement le sens de plan et de faisceau de
plans (passant par uue droite), ce qui fail que tout théoréme
vrai pour les points et les droites qui les joignent est encore
vrai pour les plans et les droites qui en sont Pintersection.

Cette dualité générale a pour conséquence deux dualités spé-
ciales, 'une dans les figures planes, I'autre dans les figures
centrales (c’est-a-dire dont tous les éléments passent par un
méme point appelé centre) ®. En effet, il y a réciprocité entre
les figures planes et les figures centrales, celles-1a étant carac-
térisées par le fait qu’elles sont situées dans un seul et méme
plan, et celles-ci par le fait quelles passent par un seul et
méme point. Par suite, la figure réciproque d’une figure plane

i. Deux plans, comme deux points, déterminent une droite ; trois plans
qui n’ont pas une droite commune déterminent up point, comme trois
points non en ligne droite déterminent un plan, ete.

2. Les figures centrales sont : le faisceau de droites, le faiscean de
plans, la gerbe de droites et la gerbe de plans.
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est une figure centrale, et vice versatl. Mais, d'autre part,
une figure plane est la section d’une figure centrale (par un
plan donné), et une figure centrale est la projection d’une
figure plane (depuis un point donné)? Cela étant, toute rela-
tion cntre points et droites, dans un plan, se traduit par une
relation de méme forme entre droites et plans dans une figure
centrale (les droites étant les projections des points, et les plans
étant les projections des droites). Mais, par dualité, cette der-
niére relation correspond & une autre relation entre droites et
points dans un méme plan (plan correspondant au centre de la
figure centrale). Ainsi la méme relation qui existe entre les

points et les droites d’un plan existe entre les droites et les
points d’un autre (ou du méme) plan, les droites correspon-
dant aux points et les points aux droites. C'est en cela que
consiste la dualilé dans les figures planes. )

De méme, toute relation entre les éléments d’une figure
centrale (composée de droites et de plans) se traduit par une
relation de méme forme entre les points et les droites qui en
sont les sections planes. Mais, par dualité, cette derniére rela-
tion correspond & une autre relation entre plans et droites
d’'une méme figure centrale (dont le centre correspond au plan
précédent). Ainsi la méme relation qui existe entre les droites
et les plans d’une figure centrale exisie entre les plans et
les droites d'une autre (ou de la méme) figure centrale, les
plans correspondant aux droites et les droites aux plans.
Telle est la dualité dans les figures cenlrales, réciproque de la
dualité dans les figures planes 3.

La dualité dela Géométrie projective offre un grand intérét

1. Le faisceau de plans est la figure réciproque de la droite (comme
ensemble de poinls); la gerbe de droites est la réciproque du plan (comme
ensemble de droites) et la gerbe de plans la réciproque du plan (comme
ensemble de points); enfin le faisceau de droites est la réciproque du
faisceau de droites.

2. Le faisceau de droites est la projection de la droite {comme ensemble
de points) ; le faisceau de plans est la projection du faisceau de droites;
enfin la gerbe de droites et la gerbe de plans sont les projections du
plan considéré respectivement comme ensemble de points et comme

ensemble de droites.
3. Pascn, op. cit., § 12; Expiques, op. cit., § 133 Pieul, op. cif., § 11.
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philesophique, car c’est elle qui parait avoir suggéré aux
malhématiciens cette pensée capitale, que la vérité des pro-
positions de la Géométrie (et en général des Mathématiques)
ne dépend pas du sens des notions premiéres, mais senlement
de leurs relations fondamentales (énoncées dans les définitions
et les postulats); que, par suite, ces propositions sont des
conséquences formelles de ces postulats, et que toute la Géo-
métrie peut se déduire logiquement de ceux-ci'. A présent, du
resle, il ne s’agit plus d’une simple possibilité théorique : cette
déduction logique a été effectuée par les géométres que nous
avons cités, et surtout par M. Pier1, au moyen de la Logique
symbolique de M. Peaxo, qui en garantit la valeur formelle
et apodictique.

Sil'on ne veut pas se limiter & 3 dimensions, on pourra {(en
se passant du postulat XIX) définir U'hyperplan projectif du
3¢ ordre comme la projection d'un plan bed & partir d’un
point « extérieur & ce plan. On démontrera que cette figure est
la méme que celle qu’on obtiendrait en projetant le plan acd
depuis le point 6, ou le plan abd depuis le point¢, ou le plan abe
depuis le point d; et on la désignera par abed (a, b, ¢, d n’étant
pas dans un méme plan}. On établira qu’un tel hyperplan est
déterminé par 4 quelecongues de ses peints non situés dans un
méme plan. On pourra démontrer, sans le postulat XI1X, que,
dans un méme hyperplan, un plan et une droite ont un point com-
mun, et deux plans une droite commune; de sorte que le postu-
lat XIX (des 8 dimensions) revient a dire qu'il 0’y a qu’un seul
hyperplan de 3¢ ordre, lequel constitue tout I'espace. Pour s’éle-
ver & la 4° dimension, il suffira d’admettre le poslulat contraire :

« XIX'. a, b, ¢, d 8tant 4 points non situés dans un méme
plan, il existe un point hors de ’hyperplan abed. »

{. « Es muss in der That, wenn anders die Geometrie wirklich deductiv
sein soll, der Process des Folgerns Gberall unabbingig sein vom Sinn
der geometrischen Begrifle, wie er unabhéingig sein muss von den Figu-
ren; nur die in den benutzten Sitzen, beziehungsweise Definitionen nie-
dergeleglen Bezivhungen zwischen den geometrischen Begriffen dirfen in
Betracht kommen. » (Pascu, op. ¢éit., p. 98.} Celte phrase souvent citée

caractérise parfaitement la tendance logigue de toute la Mathématique
moderne.
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Si 'on veut limiter & 4 le nombre des dimensions de 1'es-
pace, on devra admettre un postulat analogue a XIX, & savoir :

«XX'. a, b, ¢, d, e étant 3 points non situés dans un méme
hyperplan de 3¢ ordre, et fun point non situé dans aucun des
hyperplans abed, abce, abde, acde, bede, la droite af rencontre
Phyperplan bede. » '

Il en résulte que la figure abede (hyperplan de 4° ordre) cons-
titue tout I'espace. On voit que 'on peut ainsi définir progres-
sivement un espace & n dimensjons (z étant un nombre entier
fini), ou méme (par induction compléte) un espace & «, dimen-
sions !, au moyen du postulat suivant (généralisation des pos-
tulats XI et XIII) :

« XI'. n étant un nombre entier positif, si P est un hyperplan
de n° ordre, il existe un point hors de P. »

S'il existe des points en dehors d’un hyperplan de ne ordre,
et cela quel que soit 2, le nombre des dimensions de I'espace
est infini. Cest ce que M. Pisr1 appelle lespace projectif
absolu. Et comme le postulat XI' remplace les postulats XI
et XIII, cela fait en tout 17 postulats pour définir 'espace pro-
jectif absolu, et 19 pour définir 'espace projectif & 8 dimen-
sions : de sorte qu'on peut dire qu'au point de vue logique
celui-ci est moins simple que celui-la. Cela montre combien
il est facile, logiquement, de concevoir un espace d'un nombre
quelconque de dimensions, méme infini 2.

Pour achever 1'analyse logique de la Géométrie projective, il
reste & donner une définition logique de la droite projective,
qui est, comme on I'expliquera tout a I'heure, I'unique notion
indéfinissable de cette théorie. La droite projective est un
ensemble de points (en nombre illimité) déterminé par deux
points; on pourrait donc la définir comme une relation uni-
forme entre un couple de points et un ensemble de points
(relalion uniforme, mais non biuniforme : car la méme droite

1. a, est le nombre cardinal des nombres entiers finis (v. p. 65).

2. M. Veronest a €té le premier & concevoir un espace d’un nombre
infini de dimensions (Fundamenti di Geometria a pit dimensioni, Padova,
1891).



158 LA GEOMETRIE

peut &tre déterminée par plusieurs couples de points). Mais
cette relation trés complexe (ayant 2 antécédents et un nombre
infini de conséquents} peut se réduire & une relation symé-
trique et transitive entre deus points; seulement cette relation
n'a lieu gu'entre deux points différents (elle est, comme on
dit, aliorelative '), et cette propriété limite sa transitivité. En
d’autres termes, soit R cette relation; aRb signifie que les
points a et & appartiennent & une droite £ (la relation 2 est
la méme pour tous les couples de points d'une droite, mais elle
differe d’une droite & l'autre). On aura toujours: aRd = bRa,
et aRb. bRec. o. aRc (siaet c sontdifférents). Une droite entiere,
¢’est-a-dire le domaine de la relation A, se compose d'un de
ses points et de tous les points qui ont avee lui la relation R
(puisque cette relation est symétrique).

Une fois les droites projectives définies comme les domaines
des relations du type susdit, on peut définir I'espace projeetif
comme un ensemble de relations de ce type, possédant en outre
toutes les propriétés énoncées dans les postulats énumérés
ci-devant. On aura ainsi une définition purement logique de
I'espace projectif®. Elle n’implique aucune notion indéfinis-
sable, puisque les droiles sont définies comme des relations
d’un certain type, et que les points sont congus uniquement
comme les termes (problématiques) de ces relations, de sorte
gue leur notion n’intervient pas réellement dans la théorie.
Elle n'implique non plus aucune proposition premiére indé-
montrable, puisque tous les postulats de la Géométrie projec-
tive font maintenant partie de Ia définition de 'espace projectif?,
et constituent les propriétés hypothétiques de cet espace. On
r’en affirme. aucune catégoriquement; on se borne a affirmer
que, st un espace jouit de telles propriétés énoncées dans sa
définition, il possédera en outre telles autres propriétés énon-
cées dans les théorémes. Ainsi la Géométrie projective est

1. Nous préférerions un mot comme antiréflexive.

2, Elle se trouve toul au long dans RusseLw, op. cil., § 413.

3. Ou plutdt : de tous les espaces projectifs, car toute définition a pour

objet une classe, qui peunt, jusqu’a preuve du contraire, contenir ure
infinité d'individus.
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ramenée & la forme d’une vaste implication, et par suite doit
rentrer dans la Mathématique pure, qui ne connait pas d’autres
principes que ceux de la Logique.

C. — GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

La Géométrie descriptive a pour notions premiéres le point
et le segment rectiligne *. Elle differe donc de la Géométrie
projeclive en ce qu'elle prend pour base, non plus la droite
infinie, mais la portion finie de droite comprise entre deux
points. Sans doute, on a pu définir en Géométrie projective le
segment, mais au moyen de trois points, parce que la droite
projective est une ligne fermée. Au contraire, en Géométrie
descriptive, le segment sera déterminé par deux points seule-
ment (ses extrémités). Par suite, il y aura une relation d'entre
entre trois poinls quelconques de la droite; tandis qu'en
Géométrie projective on ne peut pas dire qu'un point soit entre
deux autres, et I'on ne peut définir 'ordre des points d'une
droite qu’au moyen d’une relation entre quatre points (relation
harmonique, ou relation de séparation)®.

La notion de segment équivaut a la relation enlre; au lieu de
dire : « ¢ est un point du segment ab », on peut dire : « ¢ est
entre a et b (sur la droite ab) ».. D’une maniére comme de
l'autre, le segment défini par deux points (compris entre deux
points) « et b sera un ensemble de points; on le représentera
par ab, et P'on écrira : « ¢ ¢ ab » pour traduire I'une ou l'autre
des assertions susdites.

1. Il n’est pas besoin de faire remarquer que la théorie en question
p’a rien de commun avec ce qu'on appelle dans les classes Géométrie
descriptive, c’est-a-dire avec la méthode graphique qui consisle a repré-
senter les figures de P'espace par leurs projections sur deux plans.

9. La Géométrie descriptive a été inaugurée par Pascn, Vorlesungen iber
neuere Geometrie, §§ 1-12 (1882); puis formulée en symboles par Peano :
I principii di Geometma logicamente esposti (Turin, 1889), et Sui fonda-
menti della Geometria, ap. Rivista di Matematica, t. IV, p. 54-90 (1894). Ce
sont ces deux mémoires que nous allons résumer. Des sysiemes d’axiomes
analogues se trouvent dans Isorami, Elementi di Geometria (1899), et

F. Scuur, Ueber die Grundlagen der Geomelrie, ap. Mathematische Annalen,
t. LV, p. 265-292 (1902).
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Voici maintenant les postulats qui suffisent & fonder logi-
guement la Géométrie descriptive :

«I. 1l y a (au moins} un point. »

«II. Etant donné un point a, il y a un point z différent de a. »

« 1ll. Entre deux poinis coincidants {identiques) il n’y a
aucun point »; autrement dit, le segment aa est nul (est une
classe vide).

« 1V, Enire deux points distincts il y a un point !. » Ce
postulat est la réciproque du précédent : un segment n’est nul
que si ses deux cxtrémités coincident.

« V. Le segment ab est contenu dans le segment ba », ¢’est-
a~dire que tout point qui appartient & ab appartient & ba. Il
s’ensuit immédiatement que les segments ab et ba coincident
(sont identiques). Le segment est donc symétrique; il n’est
pas dirigé {comme le vecteur).

« VI, Le poiat @ n’est pas entre @ etd »; il en est de méme
du point &, en vertu de la commutativité des extrémités, qui
résulte du postulat V. En d’antres termes, les extrémités d’un
segment n’en font pas partie. C’est 13 une sorte de convention,
conforme aux postulats III et IV et au sens ordinaire de la
relation entre®,

Pour pouvoir sortir du segment fini, et s’élever & la notion
de la droite entiére, il convient de définir le prolongement d’un
segment au dela d’une de ses extrémités. Soit ab un segment, on
désignera par a’6 son prolongement au dela de &, et par ab’ son
prolongement au dela de a, un et 'autre étant indéfinis. 11 est
trés remarquable qu’on puisse les définir an moyen de la notion
de segment fini, ou de la relation entre, comme suit : « a’b est
Pensemble des points x tels que & est entre « et 2. » De méme,
ab’ sera ’ensemble des points o tels que « est entre & et .

1. Encore ici, nous ferons remarquer la portée de ces postulats exis-
tentiels I, il, IV, qui permettront ensuite d’affirmer Pexistence d'un
point déterminé par telles ou telles conditions.

2. 8i lon voulait que le segment contint ses extrémités, il faudrait
modifier comme suit les postulats 1II et 1V: « Un segment dont les extré-
mités coincident se réduit & un seul point. » — « Un segment dont les

extremités sont distinetes contient un point différent de ses deux extré-
mités. »
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En somme, il y & équivalence entre les 3 propositions :
« ¢ appartient & ab; & apparlient & a’c; a appartient & ¥c »,
de sorte qu’on peut « résoudre » la relation d’entre par rapport
& chacun des 3 points qui en sont les termes,

Il ne suffit pas de définir les prolongements d’'un segment,
il faut affirmer qu’ils existent; d’ou le postulat suivant :

« VIL. @ et b étant 2 points distincts, il y a des points qui
appartiennent & a'b » (la classe a’b n’est pas nulle). Il en est de
méme de b, en vertu de la commutativité des extrémités.
De méme, d’ailleurs, que ab—ba, on a aussi les équivalences
de notation :

ab=ba, ab'="ba.

Les prolongements d’un segment ne sont pas des segments :
on les appellera des rayons (demi-droites indéfinies). Ces rayons
ont pour origine le point marqué par la lettre non accentuée.

Pour démontrer les propriétés des segments relatives a leur
composition et & leur décomposition, il faut admettre les deux
postulats suivants :

« VI, Si ¢ est un point du segment ab, et si d est un point
du segment ac, d est aussi un point du segment ab »; d’ou
il résulte aussitét que le segment ab contient le segment ac, le
segment bc et le segment cd; et que, semblablement, le rayon
d'c est contenu dans le rayon a’6. On en déduit encore qu'il est
impossible que & soit entre a et ¢ et ¢ entre a ct b; d’ou il
résulte que ab, a'b et ab’ n'ont aucun point commun.

«IX. Bic et d apparliennent au segment ab, ou bien ils coin-
cident, ou bien d est entre a et ¢, ou bien d est entre c et 4. »

De ce postulat on déduit que le segment ab est la somme
logique des segments ac, ¢b et du point ¢; que, si ¢ est entre
a et b et dentre c et b, ¢ est entre a et d; que, si ¢ est entre a
et b, d entre a et ¢, et e entre ¢ et b, ¢ est entre d et e; que,
dans le méme cas, les segments ac et cb n’ont aucun point
commun; enfin, que si ¢ et d appartiennent a ab, le segment cd
est contenu dans le segment ab?,

1. 1l ne faut pas confondre cette proposition avec celle-ci, que nous
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Pour établir les propriétés des prolongements des segments,
c'est-a-dire des rayons, il faut encore admettre deux autres
postulats :

« X. Si ¢ et d appartiennent au rayon a’b, ou bien ils coin-
cident, ou bien d est entre b et ¢, ou bien ¢ est entre b et d. »
Ce postuolat est, pour le prolongement ba’, I'analogne du pos-
tulat IX pour le segment ab. On en déduit que le rayon ba'
est la somme logique du segment be, du point ¢ et du rayon ca’;
et que, dans la méme hypothése, le segment cd est contenu
dans le rayon ba'.

«XI. Si h est entre a et ¢, et c entrebetd, cest entrea etd. »

Ge postulat permet de démontrer que, si 4 appartient au
segment ac ou & son prolongement ac’, les rayons ca’ et ¢b’
coincident {sont identiques)®. »

On peut alors définir la droife (entiére) ab comme la somme
logique des points a et &, du segment ab et de ses prolonge-
ments ad’ et ba'. On démontre que la droite ba est identique a
la droite ab; que, sic est un point de Ia droite ad différent de a,
la. droile ab est identique & la droite ac; enfin, que si cet d
sont deux points distincts de la droite ab, celle-ci est identique
& la droite cd. Ainsi une droite est déterminée par deux guel-
conques de ses points.

Les postulats précédents suffisent & fonder la Géométrie
descriptive de la droite. Avant d’aller plusloin, il convient de
définir, toujours au moyen de l'idée de segment, des notions
dont nous aurons besoin dans la suite.

Soit % une figure quelconque, c’est-a-dire un ensemble de
points, et « un point. Par ak on désignera I'ensemble des points
situés sur Pun queleonque des segments ax qui joignent e
point @ & tous les points x de 4. Cette figure s’appellera la
Jonction de a et de k. Par a'k ou ko’ on désignera I'ensemble

avons citée comme conséquence du postulat VIII: « Si ¢ est entrea et &,
et ¢ entre a et ¢, le scgment cd est contenu dans le segment ab. »

1. Les deux postulats X et XI pourraient étre remplacés par la propo-
sition suivante: « 8i les 2 segments ab, c¢d ont 2 points distinets communs,
les £ points @, &, e, d appartiennent & un méme segment. » (Peano, Prin-
cipii di Geomelria, p. 38.)
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des points situés sur un rayon a’z quelconque, ot = est un point
de £, c’est-d-dire I'ensemble des points qui déterminent avec a
des segments passant par un point quelconque de k. Cette
figure s’appellera la projection de k & partir du point a, ou,
suivant l'expression imagée de M. PEANo, I'ombre de  éclairée
par a. Enfin, par ak’ ou K« on désignera I'ensemble des points
situés sur le prolongement au deld de a des segments qui
joignent a & un point quelconque de k.

De méme, % et & étant deux figures quelconques, hk dési-
gnera 'ensemble des points situés sur les segments qui joignent
chaque point de k & chaque point-de ; h'k désignera 'ensemble
des points situés sur les prolongements de ces segments au
dela du point de %, et ki’ désignera I’ensemble des points
situés sur les prolongements de ces segments au dela du point
de h.

Les notations ab, a'b rentrent comme cas particuliers dans
celles-ci : le segment ab est la jonction des points a et &; le
rayon a'b est I'ombre de & éclairé par a. La, figure a'(ab) est la
projection de ab & partir de «, c'est-a-dire le rayon qui a pour
origine a et qui contient b; c’est donc la demi-droite complé-
mentaire de la demi-droite ab’. La droite ab se compose de
ab’, du point a et de a'(ab) 1, et la demi-droite o’(ab) se compose
de ab, du point b et de ba'.

Sih et k sont deux classes de points, on a, indépendamment
de tout postulat géométrique, et en vertu des seules lois
logiques:

a(khvhk)y=cahvak
alhvky=dhkvadk

Etsi h ok, on a, dans les mémes conditions :
ako ak, a'hodk,

c’est-a-dire que, si 'ensemble % fait partie de ’ensemble £, sa
jonetion ou sa projection est contenue dans la jonction ou la
projection de k (par rapport au méme point).

1. Le rayon «'(ab) peut aussi s’exprimer par a(a’é) ou a(ba’).
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Cela posé, on sort de la droite par le postulat :

« XII. » étant une droite quelconque, il existe au moins un
point hors de ». »

Pour pouvoir définir le plan, on a besoin en outre du
postulat suivant :

« X1IL a, b, ¢ étant des points non collinéaires, si d est entre
b et ¢, et e entre a et d, le prolongement de be rencontre ac »
(fig. 10}, ¢est-a-dire qu'il existe un point f tel que f est entre
aetc, et e entre b et f.

De ce postulat on déduit que : a(be) o blac), d'ol, réciproque-
ment : b(ac) o a(be), et par conséquent : a{bc) = b(ac). Ainsi la

-

Fig. 10.

jonetion de @ et b¢ coincide avec la jonction de b et ac (et par
suite avec la jonction de ¢ et ab). Cette figure nnique s’appellera
le ¢riangle abc. En outre, si d est un point quelconque du
segment b¢, et fun point queleongue du segment «¢, le seg-
ment df est contenu dans le triangle abc. Dans la méme hypo-
thése (a, b, ¢ non collinéaires), si p est un point du triangle
abe, celui-ci se compose du point p, des 3 segments pa, pb, pe,
et des 3 triangles pab, phe, pca. Si p et g sont 2 points dislincts
du triangle abe, le rayon p’q rencontre le contour du triangle;
le rayon pq’ également, de sorte que la droite pg rencontre le
contour du triangle en 2 points situés respectivement sur les
2 prolongements du segment pq.

Cela posé, on peut définir le plan abe comme I'ensemble
des 3 points a, b, ¢, des 3 segments ab, be, ca, de leurs 6 pro-
longements ab’ et ba', be' et i, ca’ et ac’, du triangle abe, des

1. La figure @'bc est la projection de be depuis a, c’est-a-dire la partie
du plan comprise entre le segment &e et les rayons ba' et ca’.
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3 figures a'be, b'ca, c'ab?, et des'3 angles a'd'c, b'c'a, ¢'a’b®. On
voit que la définition descriptive du plan est bien moinssimple
et moins unitaire que la définition projective.

En revanche, on a une définition trés simple du demi-plan,
qui n'est, pas plus que la demi-droite, une notion projective.
Soit » une droite, et a un point extérieur & r; la figure a'r sera,
dans le plan déterminé par a et r, le demi-plan qui ne contient
pas a. L'autre demi-plan, qui contient a, sera r'ra (projection
de ra depuis r). Ces expressions sont analogues aux expres-
sions des demi-droites al’ et a'ab (séparées par le point a).

Enfin on démontre que, si d est un point quelconque du plan
abe, ou bien il est sur 'une des droites ab, bc, ca, ou bien il
est dans le triangle abc, ou a est dans le triangle bed, ou b est
dans le triangle acd, ou c est dans le triangle abd; ou bien enfin
ad et be se coupent, ou ac et bd, ou ab et cd. La réciproque est
vraie, c’est-a-dire que si I'une de ces alternatives a lien, le
point d est dans le plan abc.

Pour établir I'unicité du plan déterminé par 3 points, on a
besoin d’un nouveau postulat :

« XIV. a, b, ¢ élant 3 points non collinéaires, si d est entre
b et ¢, et f entre a et ¢, les segments ad et &f se coupent
(ont un point commun e) » (fig. 10).

On remarquera combien ce postulat differe peu du pré-
cédent, et pourtant il a une portée déductive toute différente.
On en déduit d’abord que, si V'on prend 2 points, I'un sur ',
I'autre sur d'c, le segment qui les joint est contenu dans a’be;
que, si l'on prend 2 points, l'un sur b’e, I'autre sur ¢'a, le seg-
ment qui les joint est contenu dans l'angle #'¢’a. On démontre
ensuite que le plan abe coincide avee le plan abd, si d est un
point du segment bc, ou de la droite bc (autre que ), ou
méme du triangle abc; enfin, que, si d, e, f sont 3 points non
collinéaires du plan abe, celui-ci coincide avec le plan def.

1. La figure a'bc est la projection de bc depuis a, c’est-a-dire la partie
du plan comprise entre le segment bc et les rayons ba' et ca’.

2. La figure «'b'c est en eflet la projection de b'c depuis a (ou de a'c
depuis &), c’est-a-dire Pangle compris entre les deux rayons ca’, cé'.



166 LA GEOMETRIE

On démontre aussi que deux plans qui ont 3 points communs
coincident {sont identiques), et que la droite déterminée par
deux points d’un plan est contenue dans ce plan. Ainsi se trou-
vent établies les propriétés essentielles du plan, qui lui servent
couramment de définition.

Les postulats précédents (joints au postulat de continuité)
suffisent & la Géométrie plane. Pour passer & la Géométrie
« solide », il faut sortir du plan et admettre le postulat sui-
vant :

« XV. Etant donné un plan quelconque, il existe au moins un
point hors de ce plan. »

On appellera complanaires les points situés dans un méme
plan. 8i a, &, ¢, d sont 4 points non complanaires, les figures
a{bed) et blacd) coincident; elles coincident aussi avec ¢{abd)
et d{abc). Cette figure unique s’appelle le iétrasdre abed *.
Soit ¢ un point de ce tétragdre, celui-ci se compose du point ¢,
des 4 segments ea, ¢b, ec, ed, des 6 triangles eab, eac, ebc,...
et des 4 tétraedres eabe, eabd,. eacd; ebed. On démontre que
chacun des prolongements d'un segment contenu dans le
tétraédre rencontre sa surface {c’est-a-dire une de ses 4 faces
abe, abd...) et que, si e est un point de la face bed et f un
point de I'aréte ad, le segment ae rencontre le triangle bcf. On
établit encore le théoréme suivant : « Etant données deux
droites dans un plan et un point hors de ce plan, les deux
plans qui joignent ee point respectivement & ces deux droites
ont une droite commune ». Ce théoreme a pour conséquence
le théoréme des triangles homologiques dans 'espace, et par
suite dans le plan. On voit que ce théoréme dépend du pos-
tulat XV, qui implique la troisitme dimension de Pespace®.

Pour prouver que, si deux plans ont un point commun,

1. Un tétraddre peut encore étre considéré comme la figure (ab)(cd),
ou (ac)(bd), on (ad){bc). :

2. Pour prouver que ce théoréme dépend du postulat XV, M. Peawo
montre que, si Pon substitue au plan une surface quelconque, et aux
droites les géodésiques de cette surface, les 14 premiers postulats pour-
ront éire vérifiés par les points de cette surface sans que le théoréme

de Desargues soit vérifié. I est toutefois vérifié¢ sur les surfaces a cour-
bure constante (Revue de Mathématiques, t. IV, p. 13).
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ils ont une droite commune, il faut limiter & 3 le nombre des
dimensions, C’est ce qui résulte du postulat suivant :

« XVI. Etant donnés un plan p et un point a hors de-ce plan,
on prend un point & sur le prolongement d'un des segments
qui joignent ¢ au plan p; alors, si x est un point quelconque,
ou bien il appartient au plan p, ou bien le segment ax ren-
contre le plan p, ou bien le segment bx rencontre le plan p. »

Ce postulat signifie, en somme, que le plan partage I'espace
en deux régions qu’il sépare, dé sorte qu'on peut parler des
deux cdtés du plan. Deux points a, & sont de cotés opposés du
plan, si le segment ab le rencontre (le perce, comme on dit);
ils sont du méme cité, si le segment ab ne le rencontre pas.
Etant donnés 3 points a, &, ¢ hors du plan, si deux d’entre
eux sont de ¢Otés opposés, le troisizme sera du méme coté que
l'un des deux premiers. Cela revient & dire que le plan p
coupe deux des cotés du triangle abe, mais non le troisieme.
Il en résulte qu’une droite quelconque du plan abe coupe
deux des cotés du triangle abe, et deux seulement, ou n'en
coupe aucun !.

Les considérations précédentes aménent & concevoir le demi-
espace, ¢’est-d-dire Pensemble des points situés du méme coté
d’un plan. Soit p un plan et ¢ un point hors de ce plan; la
figure a'p sera la projection du plan p depuis le point a, c’est-
a-dire le demi-espace qui ne contient pas a. Le demi-espace
qui contient ¢ (complémentaire du précédent) sera représenté
par p’pa, projection de la figure pa & partir du plan p.

Pour compléter les principes de la Géométrie descriptive,
on n’a plus qu’a énoncer le postulat de continuilé :

« XVIL Soit £ une classe de points contenus dans le segment
abj; il existe un point 2 du segment ad (ou coincidant avec &)
tel qu'aucun point de % n’est entre x et b, et que, pour tout
point y pris entre « et z, il existe des points de £ situés entre
y et b. » En d’autres termes, si 'on emploie les expressions
d’avant et d’aprés (qui supposent un ordre entre les points de ab,

1. Proposition admise comme postulat par Pasca (op. cif., § 2, Prin-
cipe 1V), et par HiLpent (Grundlagen der Geometrie, Axiome 11, 5).
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de @ & b), le point x est tel que tous les points de  sont avant
lui, mais qu'il y a des poinls de k aprés tout point y situs
avant 2. Le point x est pour ainsi dire la limite postérieure
de I'ensemble 4. Il va sans dire que, en vertu du méme pos-
tulat, il existe aussi une lmite anitérieure du méme ensemble.

Suivant une remarque de M. Peaxo lui-méme !, on aurait
pu prendre pour notion premiere, au liew du segment (fini),
le rayon (infini), et définir le segment au moyen du rayon :
en effet, le segment ab est la partie commune aux deux
rayons que nous avons appelés ¢’ab et b'ba. Cette remarque
enléve toute portée aux considérations empiristes par lesquelles
M. Pasch croit devoir justifier le choix de ses notions premiéres,
le segment fini et la portion de plan finie 2, sous prétexte que
nous ne percevons jamais que des portions finies des droites et
des plans que nous offre 'expérience °.

Depuis que ce chapitre est composé, M. Oswald VEBLEN a
publié un nouveau systeme d’axiomes pour la Géométrie, qui
constitue, semble-t-il, une simplification et un perfectionne-
ment de la Géométrie descriptive *. Pour le dire en passant, ce
simple fait prouve combien ces recherches de Logique mathé-
matique, ignorées ou dédaignées des mathématiciens francais,
sont en faveur dans les autres pays ®. Nous croyons done devoir
donner & nos lecteurs un bref apercu de ce travail.

4. I Principii di Geomelria, p. 25.

2. Vorlesungen itber neueve Geometrie, Introduction.

3. Quant aux considérations empiristes sur le minimum perceptible
de longueur, au-dessous duquel les points seraient confondus, et sur
Pinexactitude inévitable des mesures expérimentales, il suffit de rem arquer
qu’elles tendent, non & fonder, mais & infiriner les notions de divisibilité
a Pinfini et de continuité, que M. Pascn admet pourtant (op. cif., §§ 1 et 23).

4. A System of Awioms for Geometry, by Oswald VeBLEX, ap. Transac-
iions of the American Mathematical Society, t. V, p. 343-384 (juillet 1904).

. Citons encore plusieurs nouveaux mémoires de Logique mathéma-
tique qui viennent de paraitre : E.-V. Husmineton, A set of postulates
for real Algebra, comprising postulates for a one-dimensional continuum
and for the theory of groups, ap. Transactions of the American Mathema-
tical Society, t. VI, p. 11-41; Note on the definitions of obstract groups and
fields by sels of independent postulates, ibid., p. 181-193; 4 set of posiu-
lates for ordinary eomplex Algebra, ibid., p.209-229; O. VEBLEN, Theory on
plane curves in non-metrical Analysis sifus, ibid., p. 83-98 (1905).
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Les notions premiéres (indéfinissables) de ce systéme sont le
concept (classe) de point, et la relation d'ordre entre 3 points.
Pour le dire tout de suite, la relation d’ordre entre 3 points
équivant & ce que nous avons appelé précédemment la rela-
lion d'entre; comme celle-ci, elle implique que les trois points
en relation sont en ligne droite.

Les axiomes sont au nombre de 12 seulement, et ils sont
indépendants les uns des autres, comme M. VEBLEN le prouve
par des exemples. En outre, ils forment un systéme catégorique,
c’est-a-dire qu'il n’y a qu'un ensemble qui les vérifie, ou que,
si deux ensembles les vérifient, ils sont susceptibles d’une
correspondance univoque et réciproque. Aux systémes caté-
goriques s’opposent les systémes disjonctifs!, auxquels on
peut’ adjoindre un ou plusieurs'axiomes indépendants des pre-
miers, de maniére & restreindre leur extension. Quoi qu'on
pense du choix de ces mots, il y a 12 une distinction utile
et importante, que la Logique classique ignorait, et dont la
Logique moderne sera encore redevable & des mathématiciens.

Les 12 axiomes de M. Veblen se partagent en deux groupes.
Le premier groupe, qui comprend 8 axiomes, est relalif aux
propriéiés de la ligne droite :

L. « Il existe au moins deux points distincts. »

II. « 8i les points A, B, G sont dans l'ordre ABC, ils sont
aussi dans 'ordre CBA. »

Ainsi la relation d'ordre est symétrique ou réversible,

III. « Si les points A, B, C sont dans Uordre ABC, ils ne sont
pas dans I’ordre BCA. »

1. L’auteur cmprunile les espressions calégorique et disjonctif a
M. J. DEwex; elles nous paraissent peu claires et peu heureuses, & raison
du sens tout différent gqu’elles ont en Logique classique. M. HoxtinToN
emploie, au lien de catégorique, le mot suffisant (sous-entendu : pour
déterminer un ensemble qui vérifie le systeme), qui est meilleur. M. HiL-
BERT emploie dans ce sens le mot complet, que M. Huntington emploie
pour qualifier un systtme consistant, suffisant et irréductible. 11 nous
semble qu’il serait préférable, et plus simple, d’employer les termes
traditionnels singulier et général, qui indiguent clairement que l’exien-
sion du systtme comprend respectivement un ou plusieurs individus.
Aprés tout, un systéme d'axiomes peut étre considéré comme un con-
cept; c’est m&me un concept, au sens de M. FREGE, car ¢’est une fonetion
propositionnelle a une variable.

CouTuraT. — Les principes des mathématiques. 12
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Ainsi la relation d’ordre n’est pas circulaire, mais linéaire
(ouverte). Par cet axiome, la Géométrie descriptive se sépare
de la Géométrie projective, ol la droile est une ligne fermée;
et 'on peut prévoir que le point & l'infini en sera exclu.

IV. « Siles points A, B, C sont dans 'ordre ABC, les points
A et G sont distinets. »

V. « Si A et B sont deux points distinets, il existe un point G
tel gue Pon a ’ordre ABC. »

Cet axiome implique que la droite est prolongeable, ou
plutdt prolongée, au dela de chacun de ses points. On peut
alors définir la droite comme suit : étant donnés deux points
distincts A, B, la droite AB est ’ensemble des points A, B et
des points X qui vérifient un des trois ordres ABX, AXB, XAB.
Le segmeni AB est P'ensemble des points X qui vérifient I'ordre
AXB. On démontre que deux points distinets déterminent une
droite unique et un segment unique.

VI. « Si deox points distincts C et D appartiennent & la
droite AB, le point A appartient & la droite CD. »

De cet axiome on déduit que deux points distinets détermi-
nent une droite.

VII. « §'i] existe trois points distincts, il existe trois points
A, B,C qui ne sont pas en ligne droite » (c’est-a-dire qui ne
vérifient aucun des ordres ABC, BCA, CAB).

Cet axiome existentiel permet de sorlir de la droite et
d’obtenir la notion de iriangle.

VIII. Axiome de la iransversale : « 8i trois points A, B, G ne
sont pas en ligne droite, et si D et E sont deux points qui véri-
fient les ordres BCD et CEA, il existe un point F, dans l'ordre
AFB, qui est en ligne droite avee D et E » (fig. 41). On prouve
que les poinis D, E, F sont distinets, et sont dans 'ordre DEF;
on prouve aussi qu'aucune droite ne peut rencontrer les trois
segments qui forment les cOtés d'un triangle. Grice & Vaxiome
précédent, on peut démontrer qu’entre deux points distincls
il y en a un troisiéme (en ligne droite avec eux}, et par suite
qu’il y a une infinité de points dans un segment et sur une
droite. (est la premiére fois qu'on peut affirmer qu’il existe
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une infinité de points, et cette proposition est une consé-
quence des huif axiomes précédents. Au contraire, sept quel-
conques de ces axiomes peuvent étre vérifiés par un ensemble
fini sans que le huitiéme le soit, et c’est ainsi que M. VEBLEN
prouve I'indépendance absolue de ces huit premiers axiomes,
On peut également définir I'ordre général des points sur une
droite, et assigner & un ensemble fini de points d’une droite

A

G D

Fig. 11.
des numéros tels que 'ordre des points soit le méme que celui
de leurs numéros. '

Enfin, de 'axiome VIII on déduit ce théoreme, dont I'énoncé
implique ce méme axiome : Si une droite rencontre un coté
d’'un triangle et le prolongement d'un autre’ ¢oté, elle ren-
contre le troisieme coté.

On peut définir le plan comme suit : Si A, B, C sont trois
points non en ligne Hroite, le plan ABC est I'ensemble des points
qui sont en ligne droite avec deux points des cotés du triangle
ABC. On démontre que trois points non en ligne droite détermi-
nent un plan ; et qu’une droite qui a deux points communs avec
un plan y est contenue tout entiére.

Pour sortir du plan et construire l'espace, on a besoin de
Paxiome suivant :

IX. Axiome de Uespace : « Sl existe trois points non en
ligne droite, il existe un plan tel qu'il y a un point non situé
dans ce plan ». D’ou 'on dédnit aussitot que, étant donné un
plan quelconque, il existe un point en dehors de ce plan!.

1. La différence entre cette proposition et P'axiome 1X consiste dans
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On peut alors définir le ttraédre déterminé par 4 points non
situés dans un méme plan, puis I'espace (& 3 dimensions), comme
I’ensemble des points qui sont en ligne droite avec deux points
des faces du tétraédre. On démontre que 4 points déterminent
un seul espace, et que, si une droite a 2 points, ou un plan
3 points communs avec un espace, ils y sont contenus tout
entiers.

On pourrait de méme sortir de I'espace & trois dimensions;
pour s’y enfermer, on a besoin de 'axiome suivant :

X. Aziome des dimensions : « S'il existe 4 points non situés
dans un méme plan, il existe un espace tel qu'il n’y a ancun
point qui me soit en ligne droite avee deux points de cet
espace. » D’ou il résulte qu'iln’y a qu'un espace (2 3 dimen-
sions), et que deux plans quelconques ont une droite commune.

L'auteur généralise ensuite la notion d'ordre, définit les
régions de la droite, du plan et de I'espace (demi-droites, dem:-
plans; intérieur d’un angle, d’un triangle, d’un polygone, d'un
digdre, d'un triedre, ete.) et démontre leurs propriétés essen-
tielles, par exemple : gu'un polygone plan partage son plan
en deux régions séparées’.

11 formule Yaxiome de continuité sous une forme assez com-
pliquée et fort peu évidente *:

XL « S'il existe une infinité de points, il existe un certain
couple de poinls A, G jouissant de la propriété suivante : si
[¢] est une classe infinie de segments de la droite AG telle
que tout point du segment AG (y compris A et C) esl un point
d’un segment o, il existe une sous-classe finie oy, 05 <. 9 qui
a la méme propriété. » On démontre d'abord que cette pro-
priété appartient & un segment quelconque®; puis, que, si un
segment AB se compose de deux classes de points [X] et [Y]
la distinction de un (a) et de un quelconque {any). On voit 'importance
logique de ces distinctions grammaticales, que M. RusseLL a soumises 4
une pénétrante analyse (The Principles of Mathematics, ch. v).

1. CE. p. 151,

2. Cest ceque M. ScubnrLies appeile le théoréme de Heine-Borel : Bevicht
ither die Mengenlehre, ap. Jahresbericht der deutschen Mathematiker-

Vereinigung, t. VIII, p. 51 (1900).
3. Méme remarque que pour I'axiome I1X.
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telles qu'aucun point X n'est entre deux Y ni aucun point Y
entre deux X, il existe un point O, et un seul, qui est entre
chaque X et chaque Y.

On reconnait dans cette proposition I'axiome de la conti-
nuité de M. DEDERIND, sous la forme que lui a donnée M. Pign:.
De I'axiome de continuité joint aux 8 premiers on déduit que,
par un point pris hors d'une droite, il passe au moins une
droite qui ne la rencontre pas {cela résulte notamment de ce
fait, conséquence de I'axiome III, que I'ordre des points d’une
droite n’est pas circulaire), et que, s’il y a plusieurs droites
telles, il y a deux demi-droites qui séparent celles qui rencon-
trent la premiére droite de celles qui ne la rencontrent pas
(ce sonl les paralléles au sens de Lobatchevsky). On voit que
la géométrie de Riemann est exclue d’avance par I'axiome III.
Pour exclure la géométrie de Lobatchevsky, il suffit d'ad-
mettre Paxiome des paralléles :

XII. « Soit ¢ une droile d'un plan «, il y a dans ce plan
un point G tel qu’il ne passe par C qu'une seule droite du
plan « qui ne rencontre pas la droite a. »

Il suffit de postuler ce fait pour une seule droite et un seul
point: car on peut alors démontrer qu'il a liea pour n’importe
quelle droite et n’'importe quel point!. Cette derniére propo-
sition est le postulatum d’Euclide.

L’auteur indique ensuite comment on peut édifier la Géo-
métrie projective sur les fondements précédents, en définissant
et introduisant les éléments impropres ou idéaux (points,
droites, plans projectifs) suivant la méthode que nous expo-
serons plus loin (p. 177). Enfin il montre comment on peut éta-
blir, avec le méme systéme de principes, la Géométrie métrique
euclidienne, sans nouveaux aziomes, et simplement en donnant
une définition projective de la congruence. On définit d’abord
la congruence des angles (et par suite la similitude) en remar-
quant que, en vertu de l'axiome des paralltles, les points
impropres de 1'espace forment un plan (le plan de I'infini), et

1. Méme remarque que pour les axiomes IX et XI.
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en définissant la perpendicularité d’une droite et d’'un plan au
moyen du cercle imaginaire de l'infini. On définit ensuite la
congruence des segments (et par suite la congruence de
toutes les figures) au moyen des 7éflexions, c’est-d-dire de
certaines transformations projectives qui laissent invariant le
cercle de linfini. Cela fait, on peut définir Ja longueur des
segments et introduire dans I'espace un sysleme de coordon-
nées. .

En résumé, ce sont les trois formes de Géométrie que
M. 0. VepLex fonde sur douze axiomes seulement. Sans doute,
la réduction du nombre des axiomes n’est pas a elle seule une
simplification, car on peut, comms l'a remarqué M. Pisri’,
fondre & volonté plusieurs axiomes en un seul. Néanmoins
ce systeme nous parait offrir plus de simplicité et de clarté
que les autres (sauf en ce qui concerne Paxiome de continuité),
et il a 1'avantage d’étre complet et irréductible.

La théorie précédente repose sur la relation d'entre existant
entre Lrois points. Or nous avons vu*® que cette relation ternaire
peut se ramener 4 une relation binaire asymétrique et transi-
tive. Par suite, cette théorie est susceptible d’une simplification
qu'a suggérée M. Vaicati®. Soit une relation S (qu’on liva : suit);
on suppose qu'elle est asymétrique, c'est-a-dire que aSb et bSa
s'excluent; qu’elle est transitive, c’est-a-dire que aSé et bSc
entrainent aSc; et qu'entre deux termes distincts ¢, b on a
toujours, soit @S5, soit 5Sa. Ce sont 1a les trois postulats de la
nouvelle théorie. On définira la relation d’entre comme suit :

beac=(aSb.bSc) v (c8b. bSa) Df

« b est entre a et ¢ signifie, ou bien que a suit b et b suit ¢, ou
bien que ¢ suit b et b suit a. »
Par cetle définition, la relation ternaire indéfinissable enfre

1. I Principii della Geometria di Posisione, p. 3, note 7 (1898); Biblio-
théque du 1% Cengreés international de Philosophie, t. 111, p. 393 (1901).

2. Chap. 1, § A, p. 3.

3. Sui principt fondamentale della Geometria della retla, ap. Rivista di
Matematica, t. 11, p. 71-75 (1892).
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est ramenée & la relation binaire indéfinissable 8. Cela posé,
on peut, au moyen des trois postulats qui caractérisent la rela-
tion S, démontrer les postulats I1I, V, VI, VI, IX, X et XI de la
théorie de M. Peano, ¢’est-a-dire tous les postulats de la Géo-
métrie de la droite, sauf les postulats existentiels I, 11, IV et VIL.
Par exemple, le postulat III : « Le segment aa est nul » résulte
immédiatement du fait que la relation S est asymétrique; car
dire d’'un point x qu’il appartient au segment aa, ¢’est affirmer
a la fois : aSxz. #Sa, ce qui est impossible. De méme, du fait
que la relation S ne peut pas étre réflexive se déduit le postu-
lat VI: «le point @ n’appartient pas au segment ab », caron a :

acab.=(aSq. aSb) v (bSa. aSa)

et le second membre est absurde, car il contient le facteur
absurde aSa. De ce que la définilion de beac est symétrique par
rapport & a et ¢, il résulte que beac = beca, ce qui est le pos-
tulat V. Les antres postulats se'démontrent de méme par des
déductions purement logiques.

On peut, avec M. RusseLr, faire un pas de plus dans la voie
de la réduction logique et de la simplification. On peut concevoir
la droite elle-méme comme une relation asymétrique transitive
qui existe entre deux quelconques de ses points, et par suite
I'ensemble des droites de 'espace comme une classe de relations
dont le champ est 'ensemble des points de I’espace. On posera
les axiomes suivanis! : :

1. Il y a une classe de relations &, dont le champ est la
classe point;

Il. Il y a au moins un point;

R étant une relation de la classe X,

1I1. R n’est jamais réflexive;

1V. <R est une relation de la classe £;

V. R*=R;

VI. Le domaine de °R est contenu dans celui de R;

VII. Entre 2 points il y a une relation & et une seule;

1. RusskLL, op. cit., § 376.
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VII. a et & étant des points da domaine de &, on a, ou bien
aRb, ou bien bRa.

On va voir que ces huit axiomes suffisent & fonder toute la
théorie, et notamment a démontrer les postulats de M. VamwaTI.
D’abord, des quatre premiers axiomes il résulte qu'il existe au
moins deux points a, b. Soit R la relation qui existe entre ces
deux points (en vertu de VII); on a: a®d, et on ne peut pas
avoir : bRa, car la relation R étant fransitive (V) serait alors
réflexive (contrairement a III). Donc £ et °R sont asymeétri-
ques. En vertu de V, non seulement la relation R est transi-
tive (R?0R), mais elle donne lieu & une série compacte (RoR?),
car aRb implique qu’il y a un terme c¢ tel que afle. cfib; autre-
ment dit, il y a toujours un terme entre deux termes de la
relation. En vertu de VI, si aRb, il existe un point ¢ tel que
bRe; cela signifie que le segment ab a un prolongement au
dela de & (et de méme au dela de a), c’est-d-dire que la suite
des points d’'une droite n’a ni premier ni dernier terme (la
droite est infinie dans les deux sens}. Ainsi se trouvent démon-
trés les 3 postulats de M. Vairats et les postulats existentiels
de M. Pzaxo.

La Géométrie deseriptive ressemble beaucoup, & premiére
vue, 3 la Géomélrie projeclive: d’abord, elle aboulit aux mémes
propositions econcernant les relations des points, des droites et
des plans; ensuite, elles s'opposent toules deux & la Géo-
métrie métrique par le fait qu’'elles ne considerent ni grandeur,
pi distance, ni eongruence, ni mouvement; l'une et 'autre
sont des Géomélries de position, et ont ¢lé longtemps con-
fondues sous ce nom. Mais, d'autre part, elles différent profon-
dément 'une de antre, d’abord par leurs principes, et ensuite
par leurs conséquences : en Géométrie projective, deux droites
d’un plan se rencontrent toujours, ainsi gqu’une droite et un
plan, ou deux plans; en Géométrie descriptive, ces rencontres
n’ont pas nécessairement lieu. En Géométrie descriptive, deux
points suffisent & déterminer un segment, et trois points &
déterminer un triangle; en Géométrie projective, deux points
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déterminent deux segments, et trois points déterminent quatre
triangles, de sorte qu'il faut leur adjoindre un nouveau point
pour obtenir une détermination univoque. Toutes ces discor-
dances proviennent de ce fait fondamental, que la droite pro-
jective est une ligne fermée, tandis que la droite deseriptive est
une ligne ouverte; la premiére offire un ordre circulaire, la
seconde un ordre linéaire; deux points partagent celle-ci en
trois parties, et celle-la en deux seulement !.- Un seul point
divise la droite descriptive en deux demi-droites, une droite
divise le plan descriptif en deux demi-plans, un plan divise
P'espace descriptif en deux demi-espaces : tandis que la Géo-
métrie projective ignore les demi-droites, les demi-plans et les
demi-espaces, dont la propriété n’est pas projective (ne se
conserve pas par projection?). Tout cela tient a ce que les
droites et plans descriptifs offrent une solution de conti-
nuité (¢ Vinfini). 11 s’ensuit que, si 'on veut faire concorder
Iespace descriptif avec l'espace projectif, il faut compléter
le premier au moyen d'éléments impropres qui sont, dans
l'espace euclidien, les éléments a linfini (points, droites et
plans)®.

On sait comment StaupT introduit les éléments impropres*.
11 appelle direction (Richtung)la propriété commune A toutes les
droites paralleles entre elles, inclinaison (Stellung) la propriété
commune & tous les plans paralleles entre eux. Puis il remarque
qu'une droite est déterminée par un point et une direction,
comme par deux points; qu'un plan est déterminé par deux
points et une direction, ou par un point et deux directions,

1. Dans la théorie de M. Russett, la droite projective est une relation
symétrique entre deux quelconques de ses points, tandis que la
droite descriptive est une relation asymétrique (qui & un sens déter-
miné).

9. Ces notions de demi-droite, demi-plan, demi-espace appartiennent
plutét & la Topologie, car elles supposent qu'un point, une droite, un
plan partagent respectivement la droite, le plan, l'espace en deux régions
entizrement séparées.

3. En somme, la Géométrie projective correspond & I'espace de Riemann,
tandis que la Géométrie descriptive convient aux espaces d'Buclide et de
Lobatchevskij. o

4. Geometrie der Lage, §§ 3 et 5. Gf. Dz {infini mathématique, p. 262.
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ou par un point et une inclinaison, comme par trois points,
Il est ainsi conduit & assimiler une direction & un point, une
inclinaison & une droite, et il les appelle respectivement point
et droite impropres. Ainsi des droites paralléles ont en commun
un point impropre, des plans paralléles ont en commun une
droite impropre. De plus, deux points impropres (directions)
déterminent une droite impropre (inelinaison); I'ensemble des
points impropres, ayant un point (impropre) commun aveec
ehaque droite et une droite {impropre) commune avec chaque
plan, est done appels par analogie plan impropre; il est déter-
miné, soit par truis points impropres, soit par un point et
une droite impropres. Grice & Vintroduction des éléments
impropres, les propositions de la Géomélrie élémentaire se
généralisent et se simplifient : on pourra dire, sans restriction,
que deux droiles d’un plan ou qu'une droite et un plan ont
toujours un peint commun; et que deux plans ont toujours
une droite commune. Lespace descriptif ainsi complété jouit
donc des mémes propriélés que 'espace projectif,

Mais cette « extension » de P'espace n’est pas plus satisfai-
sante, au point de vue logique, que les prétendues généralisa-
tions du nombre : car il ne suffit pas de définir et de nommer
une enlité pour lui conférer Pexistence; et c'est pour cela que
les géomélres tendent (pour atténuer leur audace créatrice) a
présenter ces détinitions comme de simples « conventions »
verbales, & réduire les éléments impropres & des mots ou a des
fagons de parler. Clest Ia une ¢échappatoire fort pen philoso-
phique; car il reste toujours la question de savoir comment
ces conventions verbales peuvent étre utiles et commodes, et
pourquoi lintroduction de simples mols vides de contenu
réel peut servir a généraliser et a simplifier les propositions
géométriques. Il y a done la, quoi gu'en disent les nomina-
listes, autre chose qu'une question de langage.

Comme dans la généralisalion du nombre, la solution logi-
quement salisfaisante de cette difficults consiste, au lieu de
Juxtaposer de nouveaux élémenlts aux anciens, a substituer
a tous les éléments anciens un ensemble d’éléments nouveaux
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dont une partie seulement corréspond aux anciens!. En Géo-
métrie descriptive, & chaque point de I'espace correspond une
gerbe de rayons (Strahlenbindel) issus de ce point, qu'on
appelle le sommet de la gerbe. Or les gerbes de rayons ont cer-
taines propriétés indépendantes de leur sommet, et méme de
I'existence de ce sommet; par exemple, deux droites d’un
méme plan déterminent une gerbe de rayons; et deux gerbes
de rayons déterminent une droite, qui est leur rayon commun.
On appellera toutes les gerbes des points idéauz : certaines
gerbes correspondront aux points actuels (réels), mais aucune
gerbe, et par suite aucun point idéal, n’est un point actuel.
De méme, a chaque droite correspond un faisceau de plans
dont elle est ’axe : mais il y g~ des faisceaux de plans qui
n'ont pas d’'axe (par exemple, un ensemble de plans paral-
leles) et qui possedent d’ailleurs toutes les propriétés des fais-
ceaux de plans. On appellera tous les faisceaux de plans des
droites idéales; certaines d'entre elles correspondront aux
droites actuelles, mais aucune ne sera une droite actuelle. Une
droite idéale peut aussi étre concue comme un ensemble de
gerbes de rayons, c'est-a-dire de points idéaux, qui est déter-
miné par deux quelconques d’entre eux. On peut alors énoncer
en toute généralité les propositions suivantes : Deux plans
quelconques ont une droite idéale commune (c’est-a-dire
appartiennent & un méme faisceau, qu’ils déterminent); trois
plans quelconques ont un point idéal commun {c’est-a-dire
appartiennent & une méme gerbe, qu'ils déterminent); deux
droites idéales d’un plan ont un point idéal commun (c’est-
a-dire appartiennent i une méme gerbe); un plan et une droite
idéale ont un point idéal commun. Deux points idéaux déter-
minent une droite idéale; senlement, pour pouveir affirmer
que trois points idéaux déterminent un plan, il faut concevoir
le plan idéal (qui dans certains cas ne correspondra & aucun
plan actuel). L'ensemble des points, droites et plans idéaux
ainsi définis constitue un espace projectif, c'est-a-dire vérifie

1. Pascu, op cit., §§ 6, '7,l8; RussELL, op. cif., §§ 384-386. Cf. Scuur, Ueber
die Grundlagen der Geomelrie, § 1, ap. Mathemalische Annalen, t. 55 (1902).
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tous les postulats de la Géométrie projective, et par suite
posséde toutes les propriétés que l'on attribue d’ordinaire &
Pespace projectif. Ainsi se trouve réalisée la transformation
de T'espace descriptif en un espace projectif sans adjonction
d’éléments étrangers, et seulement par une classification et
une nomenclature nouvelles de ses éléments propres. La ques-
tion d’existence se trouve du méme coup supprimée, les
nouveaux éléments n'élant que des ensemibles composés des
anciens éléments.

Si, au contraire, on compare P'espace descriptif & I'espace
projectif en faisant correspondre les points aux points, les
droites aux droites et les plans aux plans, on constate que
Pespace descriptif est moins complet; il lui manque tous les
points d'un plan (pour nous borner au cas ol lespace est
euclidien). On comprend dés lors que Pabsence de ee plan
crée une solution de continuité dans les plans et droites qui
le traversent. C'est ce qu'on appelle le plan de I'infini; et c’est
pourquoi 'on est obligé de compléter les figures descriptives
(euclidiennes) au moyen des droites & Uinfini et des points &
I'infini pour les rendre projectives.

Apres ce que nousavons dit de la définition de U'espace pro-
jectif, on congoit aisément qu'on puisse définir logiquement
I’espace descriptif, en faisant rentrer dans cette définition
tous les postulats précités; avec cette différence que la droite
descriptive sera congue comme une relation asymétrique,
tandis que la droite projective était une relation symétrique
entre ses points.

§ D. — GREOMETRIE METRIQUE.

La Géométrie métrique est historiquement antérieure aux
Géométries projective et descriptive; c’est la Géométrie élé-
mentaire que tout le monde connait, et que tous les géométres
ont pratiquée depuis Euclide jusqu’au xix*® si¢cle '. Néanmoins,

4. Sans doute, le théoreme de Desargues (sur les triangles homolo-
giques) et celui de Pascal (sur 'hexagone inscrit) sont des propositions
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elle est logiquement postérieuré 4 la Géométrie projective et
4 la Géométrie descriptive, et elle repose nécessairement sur
T'une ou sur I'autre, car elle implique des relations de situation
(généralement inapergues ou négligées) auxquelles elle super-
pose des relations de grandeur. Pour cette raison, elle n’est
pas si élémentaire qu'on le croit d’apres les manuels; elle est au
contraire la partie la plus complexe de la Géométrie. On a pu
voir sur combien de postulats se fondent des vérités aussi élé-
mentaires que celle-ci : « Deux points déterminent une droite »,
qui passe d’ordinaire pour la définition de la droite. On ne se
doute pas du nombre de postulats inconsciemment invoqués
par Euclide et ses imitateurs dans la démonstration des théo-
remes les plus simples. Aussi n’y a-t-il chez eux presque
aucune démonstration qui soit logiquement rigoureuse et qui
n’implique pas quelque appel & lintuition?. Il est assez piquant
de constater que la réputation de rigueur dont la Géométrie
d’Buclide a joui pendant des siécles était absolument usurpée,
et qu'elle ne méritait guére de passer, aux yeux des philo-
sophes rationalistes du xvin® siécle, pour le modele. et le type
de la déduction logique?. C’est seulement de nos jours qu'on
s'est rendu compte de tous les postulats impliqués dans les
« éléments » de la Géométrie, et que, aprés I’énumération
complete de ces postulats, on a.reconstruit toute cette science
d’'une maniére purement analytique. Nombreux sont les travaux
des géomeétres contemporains sur les principes de la Géométrie.
Mais les plus complets et les plus approfondis sont ceux qui ont
été exécutés au moyen de la Logistique, parce que cet instru-
ment d’abstraction et de précision permet de dévoiler les péti-
tions de principe, d’éviter les paralogismes et les appels a
I'intuition, et de déjouer les associations d'idées et Ies habitudes
de pensée inséparables du langage usuel.

projectives; mais elles n’étaient pas affranchies de toute considération
métrique. _

1. Cest ce qui explique et excuse, historiguement, la théorie de Kant
sur la nature synthétique des démonstrations géométriques. Voir 'Appen-
dice.

2. Voir, dans Russerr, The Principles of Mathematics, §§ 389-391, des
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Pour constituer logiquement Ia Géométrie métrique, il faut
adjoindre a la notion de point une autre nolion premiére, et
celle-ci doit impliquer une idée de grandeur. Cette seconde
notion varie suivant les systemes, et en fait la différence essen-
tielle. L'idée la plus simple et la plus naturelle est de prendre
pour notion premiére une entité analogue & la droite projec-
tive et an segment descriptif, & savoir le segment de droite
en tant que grandeur, c'est-d-dire la distance de deux points.
(Ya été en effet I'idée de Leisniz, et c’est sur cette base qu'il a
essayé d'édifier son calcul géométrique '. Ce systeme a été
repris & titre d’essai par M. Pgano 2 : Jidée primitive qu'il
admet se réduit & ceci: « @, b, ¢ étant 3 points, la distance
de a a ¢ est égale & celle de b & ¢ 3. » Ainsi il ne postule méme
pas l'égalité de 2 distances en général, qui est une relation
entre 4 points, mais seulement I'équidistance d’un point par
rapport & deux autres (relation entre 3 points). Il donne de la
droite et du plan les mémes définitions que Leibniz : la droite
ab est le lieu des points déterminés d’une maniére univoque
par leurs distances atux 2 points a et &; le plan abe est le lieu
des points déterminés d’'une maniére univoque par leurs dis-
tances aux 3 points a, b, ¢ *. 11 définit ensuite le milieu de
2 points {c’est le point de la droite ad qui est a égale distance
de a et b), puis I’égalité de deux vecteurs (le vecteur ab est
égal au vecteur ¢d, si le milieu de ¢ et d coincide avec le milieu
de b et ¢); et I'égalité des distances en général est définie au
moyen de I’égalité des vecteurs. Ainsi cette théorie ne se

exemples des fautes logiques qui fourmillent dans les 26 premiéres propo-
sitions d’Euclide.

{i. Voir notre ouvrage sur La Logique de Leibniz, ch. 1x : Le Calcul géomé-
trigue, el les textes qui y sont eités.

2. La Geomelria basata sulle idee di punto e dislanca, ap. Aili della R.
Accademia delle Scienze di Torino (1902).

3. M. Pier1 a indigué ce sysléme dans son mémocire Delle Geometria
elementare, p. & (1899).

4. Au méme ordre d'idées se rattachent les définitions données par
Leissiz du plan et de la droite : « Le plan (la droite) ast le lieu des points
de Pespace {(du plan) équidistants de deux points. » Mais il est trés
difficile de tirer de ces définitions les autres propriétés du plan et de
a droite.
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développe pas d'une maniere autonome, elle rejoint la théorie
qui a pour base I'idée de vecteur, en fournissant une définition
de celle-ci.

On est ainsi amené & substituer a la notion de distance
celle de vecteur, qui est plus complexe : le vecteur est une lon-
gueur dirigée; 'égalité des vecteurs implique, outre 1'égalité
de distance (ou de longueur), I'identité de la direction et du
sens. La théorie des vecteurs fait partie du Calcul de lextension
de GrassMaNN; mais ce calecul présuppose la connaissance de
la Géométrie élémentaire; il fallait done le soumetire & 'ana-
lyse logique et le réduire 4 des principes autonomes. Clest
ce qu’'a fait M. Prano dans un mémoire ! et dans le Formulaire
de Mathématigues. Prenant la notion de vecteur pour indéfinis-
sable, il la représente comme la différence de deux points
(@ —b, si b est origine et a I'extrémité du vecteur); et il la
caraclérise par les postulats suivants :

I. a—b=a—b
II. a—b=c—d.o.c—d=a—b
. a—b=c—dc—d=e—foa—b=e—f
qui signifient que I'égalité des vecteurs est une relation

réflexive, symétrique et transitive (ce qui justifie le nom
d’égalilé donné a cette relation). On a en outre :

Iv. a—b=c—d.0.a—c=b—4d

Ces quatre postulats peuvent se démontrer, si I'on admet la
définition de U'égalité des vecteurs donnée dans l'alinéa précé-
dent. 1I faut leur en adjoindre deux autres pour achever de
déterminer les propriétés des vecteurs :

V. a—c=0b—c.0.a="b

«8ia—e=0b—rc, les points a et ) coincident. »

1. Analisi della teoria dei vetiori, ap Atti della R, Accadeniia delle
Scienze di Torino (1898).
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V1. Etant donnés 3 points a, &, ¢, il y a un point x tel que :
z—a=b—c¢

Le postulat V signifie que, si 'origine d'un vecteur donné
est déterminée, son extrémité I'est aussi d’'une maniére unique.
Le postulat VI signifie que, étant donné un vesteur quelconque
(6 — ¢), on peut coustruire un vecteur égal ayant pour origine
un point quelconque a 1.

On peut définir le vecleur zéro comme le vecteur dont les
extrémités coincident. Puis on définit la somme d’un point
et d’un vecteur : c¢’est l'extrémité’ du vecteur donné, gquand
on le place de telle sorte qu’il ait pour crigine le point donné.
L'existence du point ainsi construit résulte du postulat VI.
On définit ensuite I'addition des vecteurs, et on démontre
qu'elle est commutative et associative. On définit le produit
&’un vecteur par un nombre, d’abord entier, puis rationnel; il
faut alors admettre les deux postulats suivants :

VII. Pour que le produit d’un vecteur et d'un nombre non
nul soit nul, il faut que le vecteur soit nul.

VIII. 1l existe un vecteur qui est le n* d’un vecteur donné,
¢'est-a-dire qui, multiplié par », produit le vecteur donné.

On introduit ensuite ce que GrassmanN appelle le produit
interne de deux vecteurs : cest le produit des longueurs des
deux vecteurs et du cosinus de leur angle 2. Mais, comme on

1. Les postulats V et VI ne peuvent pas se dédunire de la définition
donnée plus haut (p. 182} de I'égalité des vecteurs. En effet, a —ec=b—¢
signifie que le milieu de ac coincide avee ceiui de dc¢; soit d ce point;
pour en conclure que les points @ et 4 coincident, il faut admeitre que
le segment c¢d ne peut &tre prolongé au deld de d d’une longueur égale
a la sienne que d’une manidre unique. De méme, x — a = b — ¢ signifie
que le milieu de cx coincide avee le milieu de ab; soit d ce point; pour
en conclure que le point x existe, il faut admettre la méme chose au
sujet du segment cd (qui existe). On postule ainsi deux propriétés de la
droite : 1° une droite peut étre prolongée indéfiniment au dela d’un de
ses points {ou pour mieux dire, ce prolongement exisfe); 2° on peut
porter une longueur donnée sur une droite a partir d’un point donné et
dans un sens donné, de telle sorte que Pextrémité soit déterminée d’une
maniére univoque.

2. En Mécanique, ce sera le travail effectué par la force représentée par
un des vecteurs, quand son point d’application décrit Vantre vecteur.
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ne peut invoquer ici aucune notion de Géométrie élémentaire,
on est obligé de prendre le produit interne pour notion indé-
finissable!, et de le caractériser par les postulats suivants :

IX. u et v étant des vecteurs, leur produit interne u><v est
un nombre réel.

X. Loi commutative : u ><Xv=—v>u

XI. Loi distributive : (1~ v) ><w = (u>< w) 4+ (v >Xw).

XII. Si u est un vecteur non nul, #><u est un nombre
réel positif 2, ‘

Le produit u><u s’appellera le carré u? du vecteur u. On
définit le module de u (ou la longueur de u) comme la racine
carrée arithmétique (ou positive) du nombre u? :

mod u = Ju?.
On démontre alors la proposition suivante :
mod (u = v) =< mod u + mod »

qui exprime ce théoréme de Géométrie élémentaire : Dans un
triangle chaque ¢dté est inférieur ou égal a la somme des deux
autres. :

Pour pouvoir définir le produit d’un vecleur par un nombre
irrationnel, il faut d’abord définir ce qu’est un vecteur limite
d’'un vecteur variable. Le vecteur a est dit limite du vecteur
variable fx (fonction définie dans I'ensemble X) pour z =,
si, quand « tend vers z, par des valeurs de I'ensemble X, le
module de (fzr— a) tend vers zéro (on suppose la notion de
limite définie pour les nombres). Alors, si z, est un nombre
irrationnel limite du nombre rationnel (variable) @, le produit
du vecteur u par x, est la limite des produits du méme vec-
teur par le nombre rationnel x quand celui-¢i tend vers z,.
Il faut postuler (XIII) 'existence de cette limite.

Les produits d’un vecteur ¢ par fous les nombres réels sont
tous les vecteurs paralleles a 7. Mais ces vecteurs peuvent étre

1. En revanche, on définira le cosinus (et les autres fonctions irigono-
métriques) au moyen de cette notion.
2. C’est en effet le carré de la longueur (ou du module) de u.

Couturat, — Les princires des mathématiques. 13



186 LA GEOMETRIE

situés sur la méme droite que i. Pour sortir de cette droite,
il faut postuler {XIV) l'existence de vecteurs non paralleles
4 7. Soient ¢ et j deux vecteurs non paralléles; I'ensemble
gi—+qj (o0l g représente un nombre réel quelconque) est
I’ensemble des vecteurs contenus dans le méme plan que ¢ et §
{ou paralléles a ce plan). Pour pouvoir sortir de ce plan, il
faut postuler (XV) lexistence de vecteurs qui ne soient pas
de la forme qi-+qj. Soit £ un tel vecteur, 'ensemble des vec-
teurs qi-qj-+qk sera 'ensemble des vecteurs de I'espace
& trois dimensions. Si 'on vent se borner & cet espace, c'est-
a-dire limiter & trois le nombre des dimensions, il faudra
admettre un dernier postulat (XVI), & savoir que tout vecteur
est de la forme qi -+ qj—+ qk&. On démoutre que, siun vecteur
2 iy j-+=zkestnul, ses trois coordonnées {x,7,7) sont nulles;
d’ott il résulle que, si deux vecteurs sont égaux, leurs trois
coordonnées sont égales chacune & chacune. On applique les
coordonnées & tous les points de l'espace en attribuant a
chacun d’eux les coordonnées du vecieur qu'il détermine avec
un.point fixe O pris pour origine commune.

Dans cette théorie on peut faire rentrer la théorie fondée
sur l'idée de distance. En effet, la distance de deux points a, b
n'est pas autre chose que la longueur (le module) du vecteur
b—a (ou du vecteur ¢ —b). C'est la méme idée sous deux
expressions différentes; la distance se rapporte au eouple de
points, et la longueur au vecteur.

On peut aussi y faire rentrer la théorie descriptive fondée sur
I'idée de segment. En effel, on peut définir le segment ab par
Pexpression vectorielle : @ 46 (6 — a); (b — @) représentant le
vecteur ab, 6 un nombre réel quelconque supérieur & O et
inférieur & 1, 6(6 —a) représente un vecteur qui est une
partie du vecteur ab, et si Pon ajoute un fel vecteur au point a,
on obtient un point quelconque du segment ab. Une fois défini
le segment de deux points, on peutdéfinir, on lesait, le triangle
de trois points et le tétraédre de quatre points. On peut alors
démontrer le théoréme suivant : « Dans un triangle abe, la
somme des distances d’un point intérieur 4 aux sommets a et b
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est au plus égale a la somme des longueurs des cotés ac, be. »
Si aux seize postulats précédents on ajoute les trois postulats
suivants relatifs aux points : « Les points forment une classe;
il y & au moins un point; étant donné un point, il en existe
au moins un autre », on aura les postulats nécessaires ! et
suffisants pour constituer ia Géométrie métrique; toutes les
aatres notions peuvent se définir logiquement au moyen de
celles que nous avons citées, et tous les théoremes peuvent se
déduire logiquement des principes énumérés,

Ce systéme est donc logiquement irréprochable ; mais il n’est
pas trés satisfaisant au point de vue philosophique, parce que
(malgré 'élaboration 3 laquelle M. PeaNo a soumis les idées de
Grassmann) il reste encore, parmi les principes, trop de vérités
d’intuition qui sont des théorémes de Géométrie élémentaire;
par exemple celui-ci (IV) : « Si les vecteurs ab et cd sont
égaux, les vecteurs ac et bd sont égaux », qui équivaut a ce
théoreme connu : « Si dans un quadrilatere deux célés sont
égaux et paralléles de méme sens, les deux autres c6tés sont
aussi égaux et paralléles de méme sens. » En outre, on y admet
comme notion indéfinissable une idée assez complexe, celle du
produit relatif des vecteurs. II n'est pas étonnant, dés lors,
qu'on obtienne presque immédiatement, comme conséquences
logiques de ces principes, des théorémes assez compliqués,
comme le théoreme de Lagny : « Dans tout parallélogramme,
la somme des carrés des diagonales est égale & la somme des
carrés des quatre cotés », qui se traduit par Papparente iden-
tité algébrique :

(40 4 (v — )2 =2 (u?+v?)

Enfin, il importe d’observer que le calcul des vecteurs ne
convient qu'a la Géométrie euclidienne, car il suppose le
postulatum d’Euclide; il est aisé de s'en rendre compte, si 'on
remarque que 1'6galité de deux vecteurs implique leur paral-

1. Ils sont nécessaires, car M. Peaxo a prouvé leur indépendance
ordonnée : Formulaire de Mathématigues, t. IV, § 19 (1903).
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Islisme, et quelle est une relation uniforme . Le systeme de
postulats ainsi obtenu manque done de généralité logique.
Pour toutes ces raisons, il semble qu'une analyse plus fonda-
mentale des concepts et des principes de la Géométrie soit
désirable et possible 2.

On peut espérer la trouver dans une série d'autres systemes
qui se distinguent des précédents en ce quwils prennent pour
notion fondamentale, non plus une figure ou une grandeur
parliculitre, mais une relation générale entre les figures :
cette relation est la congruence ou « égalité géométrique »,
qu'on définit d’ordinaire par la possibilité de superposition.
Mais il faut ici se metire en garde contre un Ssrepov modregov
logique, auquel la méthode d’Euclide nous rend trop enclins.
On sait qu'Buclide démontre certains théorémes relatifs &
. I’ « égalité » (des triangles notamment) par la superposition
des figures considérées. Or ce procédé (qu’Euclide évite d’ail-
leurs d’employer toutes les fois qu’il le peut) constitue, par
lui-méme, un appel manifeste & Vintuition. Pour le justifier
logiquement, il faudrait prouver, dans chaque cas particulier,
que les éléments de figures qu'on superpose sont égaux, c'est-
a-dire congruents; mais alors la superposition deviendrait
inatile. En un mot, ce n'est pas parce qu'elles sont superpo-
sables que deux figures sont congruentes, mais parce qu’elles
sont congruentes qu'elles sont superposables 3. C'est pourgquoi
il convient de prendre la relation de congruence comme notion
premiére.

1. Voir dans RessEuL, op. cil., § 414, la définition formelle de l'espace
euclidien a 3 dimensions en termes de la théorie des vecteurs.

9. Le systeme des vecteurs a en revanche l'avantage d’étre Pintro-
duction naturelle aux divers ealeuls géométriques (calcul de Grassmann,
calcul des qualernions) ainsi’ qwaux divers syslémes de coordonnées
qui servent de base & la Géométrie analytique, et par suite & la con-
ceplion amalytique de lespace (par la méthode de RiEmany). Mais il ne
faut pas oublier que cette conception analylique présuppose les pro-
priétés projectives et métriques de I'espace, eb par conséquent ne peut
étre considérée comme fondamentale au point de vue philosophique.

3. On peut ajouter que la superposition suppose le mouvement, lequel
implique une pétition de principe analogue, comme on le verra plus loin.
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Il y a trois systémes qui reposent sur la notion premiére
de congruence : celui de M. Pasch, qui admet la congruence
entre des figures quelconques; celui de M. HiserT, qui admet
la congruence entre les segments et entre les angles; et celui
de M. Veronese, qui admet la congruence entre les segments
seulement !. Nous n’énumérerons pas tous les postulats de ces
divers systémes; nous nous bornerons a caractériser chacun
d’eux par ses traits essentiels.

Dans le systéme de M. Pascu?, la congruence étant admise
comme relation indéfinissable entre deux figures quelconques,
¢’est-d-dire entre deux ensembles d’un nombre fini de points,
on doit définir la congruence des segments et celle des angles,
Deux segments ab, cd sont congruents, quand les couples de
points (a, b) et (¢, d) sont congruents. Deux angles AOB, A’0'B’
sont congruents, si, lorsqu'on prend sur leurs cdtés corres-
pondants des segments congruents (OA et O'A’, OB et O'B’),
les figures OAB, O’A’B’ sont congruentes ®. De cette définition
il résulte immédiatement que deux triangles sont congruents,
lorsqu’ils ont un angle congruent compris entre deux co6tés
congruents; et I'on peut cn déduire les deux autres « cas
d’égalité des triangles * ».

Le systeme de M. HinBeRrT? admet au contraire comme primi-
tives la congruence entre les segments et la congruence entre
les angles. On définit comme: suit la congruence de deux

1. F. EnniQues : Questioni riguardanti la Geomelria elementare, article
I : Della congruenza e del movimento, par A. Guarpuccr (Bologna, 1900).

2. Vorlesungen diber neuere Geometrie, § 13 (1882). Il faut bien distinguer,
chez cet auteur, le systeme des postulats de la congruence du systéme
des postulats de la Géométrie descriptive (ou de position).

3. Cette définition implique le théoreme élémentaire : « Deux triangles
sont égaux, lorsqu’ils ont un angle égal compris entre deux cotés égaux »,
qu’Evcuipe « démontre » par superposition.

4. En admettant que la congruence de deux triangles consiste sim-
plement dans la congruence des figures formées par leurs 3 sommets.

8. Grundlagen der (Geomelrie (Leipzig, Teubner, 1899). On sait que ces
auteur répartit les postulats de la Géométrie en 5 groupes : 1. Axiomes
de connexion; Il. Axiomes d’ordination;lII. Axiome des parallzles; 1V.
Axiomes de congruence; V. Axiome d’Archim&de. Nous ne considérons ici
que les axiomes de congruence. Les axiomes I et 1I sont les principes de
la Géométrie de position.
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figures en général : « Deux figures sont congruentes, quand
tous les segments correspondants et tous les angles corres-
pondants sont congruents. » Le lien entre les deux congruences
primitives est établi par le postulat suivant {1V, 6) : « Si deux
triangles ont deux cités congruents et 'angle compris con-
gruent, ils ont les deux autres angles congruents. » D’ol I'on
déduit immédiatement que deux triangles sont congruents,
quaund ils ont un angle congruent compris entre cétés con-
gruents, On démontre ensuite les deux autres cas d’égalité
des triangles. Comme on voit, on est obligé, dans ce systéme,
de postuler un des cas d'égalité des triangles.

Le systéme de M. VERONESE® repose uniguement sur la con-
gruence entre segments. Il est caractérisé par le postulat sui-
vant, gqui est absent des systemes Pasch et Hilbert : « Un
segment n'est pas congruent &4 une de ses parties. » Clest,
appliqué aux segments, le fameux axiome : « Le tout est plus
grand que la partie », qui n’est nullement un axiome logique
et nécessaire, comme on I'a ern. Le postelat qui permet de
passer de la congruence des segments & la congruence des
angles est le suivant : « Secient 2 couples de droites qui se cou-
pent; si 'on porte sur les droites correspondantes respective-
ment les segments congruents AB, A'B" et AC, A’C/, etsiles
segments BC, B'C’ se trouvent éire congruents, les deux cou-
ples de droites sont congruents ». En d’antres termes, 2 angles
sont congruentls lorsqu’ils appartiennent & 2 triangles qui ont
les 3 cotés congruents?. Cela revient, en somme, & postuler le
3¢ cas d'égalité des triangles.

Ainsi chacun de ces trois systémes est obligé de postuler
I'un des cas d’égalité des triangles, ¢’est-a-dire une proposi-
tion dérivie et relativement compliquée. Ils ne semblent done
pas encore avoir poussé assez loin P'analyse des prinecipes. 11
est loutefois intéressant de remarguer que les systémes Pasch
et Hilbert permettent de démontrer rigoureusement les théo-

1. Fondamenti di Geomelrie a piic dimensioni (Padova, 1891); Elementi di
Geomelria, avec un Appendice {Padova, 1897}
2. Cf. le systeme de M. Pascn.
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rémes relatifs aux perpendiculaires, et notamment le théo-
réme fondamental de cette théorie : « Tous les angles droits
sont égaux », que ’on « démontre » d’ordinaire par la méthode
de superposition *.

Il ne reste plus qu’une méthode pour établir les fondements
de la Géométrie : c’est celle qui fait appel A I'idée de mouve-
ment. Cette méthode est fort ancienne, car dans la Géométrie
classique on a souvent recours; dans les démonstrations, au
déplacement d’une figure ou d'une partie de figure. Elle est
aujourd’hui décriée, el avec raison, en un certain sens. On
allegue d’abord qu’il est contraire aux régles de simplicité et
d’économie de faire intervenir en Géométrie une notion qui
appartient & la Mécanique, tout au moins & la Cinématique.
En outre, depu'is que 'on a cong¢u 'axiome de libre mobilité
comme caractérisant les espaces « & courbure constante » &
Pexclusion des autres, on s’est apercu que c’était postuler cet
axiome que de déplacer la moindre figure en supposant, natu-
rellement, qu'elle restait égale & elle-méme. A un point de vue
plus philosophique, on remarque que le déplacement d’une
figure quelconque présuppose I'existence d’une suite continue
de figures congruentes a celle-la, qui en soient les positions
successives; et on en conclut que, si l'existence de celles-ci
est établie, le déplacement de celle-1a devient absolument inu-
tile. La considération du mouvement implique donc une
pétition de principe on un srepov wpdrepov : on se sert du mou-
vement pour « montrer » l'existence de figures congruentes,
alors qu’en réalité le mouvement présuppose cette existence.
En un mot, il suppose 'existence de figures différentes pos-
sédant les mémes propriétés métriques, et par suite il ne
peut servir & définir ces propriétés.

Toutes ces objections sont justes, mais elles ne portent que
contre le mouvement réel et physique, le mouvement des
corps dans l'espace, qui est en'effet étranger & la Géomsétrie,

1. ENRIQUES, Questioni..., art. cité, § 5.



192 LA GEOMETRIE

et dont I'intervention aurait pour conséquence de subordonner
la Géométrie & la Physique!. Mais le mouvement que l'on
emploie en Géométrie n'est pas en réalité un mouvement :
on ne considére pas la suite continue des positions intermé-
diaires du mobile, mais seulement la position initiale et la
position finale® (ela prouve que le prétendn « mouvement »
se réduit, au fond, & la congruence de ces deux positicns,
Ainsi le mouvement géométrique n’est qu'un autre nom de
la congruence; c'est seulement une fagon plus intuitive de se
représenter les relations de congruence. Il n’y a rien a objecter
a I’emploi en Géométrie d’une telle notion du mouvement, du
moment gu’on ne prétend pas créer ou démontrer les con-
gruences au moyen du mouvement (comme dans la méthode
de superposilion). En définitive, le mouvement géométrique
n’est pas autre chose qu'une transformation ponctuelle de l'es-
pace en lui-méme, c’est-h-dire une eorrespondance (une rela-
tion biuniforme) établie entre deux ensembles de points
congruents. La notion de mouvement n’est plus qu'une image
commode pour se représenter distinctement la corrélation
des deux figures et 'unité de chacune d’elles?,

Telle est la méthode qu'a employée M. PigRI pour recons-
truire logiquement les éléments de la Géométrie métrique, tels
qu’ils se trouvent dans les premiers livres d'EvcLipE; et cela,
au moyen de deux notions indéfinigsables seulement : celle
de point et celle de mouvement*. Nous allons énumérer les

1. Cest ce que font les géomeétres empiristes, quand (comme HEeLM-
nortz) ils essaient de définir ou d’expliguer les propriétés métriques de
Pespace en supposant des corps rigides, des solides énvarigbles et indé-
formables.

2. Par suite, on doit rejeter les définitions qui présentent les lignes
comme engendrées par des points, les surfaces par des lignes, les solides
par des surfaces, car ces définitions (outre qu’elles exigent que ’on con-
¢oive des lignes et des surfaces qui se déferment tout en se déplacant)
présupposent Ia continuité de Vespace, loin de la créer. Ainsi V'on doit
préférer les définitions statiques aux définitions cinématiques, quand ce
ne serait que pour cette raison, que celles-ci supposent celles-la. On
voit ce qu'il faut penser de la théorie suivant laguelle les définitions
géométriques sont {ou doivent &tre} génétiques.

3. RussELL, op. eit., § 390.

4. Della Geometria elementare come sistema ipotetico-deduttivo : Mono-
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postulats et les principales propositions de cette théorie, qui
est I'analyse la plus approfondie des principes de la Géomé-
trie. 11 importe de remarqueri que cette théorie est absolu-
ment autonome, qu’elle est indépendante de la Géométrie
projective et de la Géométrie descriptive, et qu’elle retrouve
les propositions de celle-ci en' partant des principes et des
notions premiéres qui lui sont propres.

« L. Point et mouvement sont des concepts génériques ou des
classes. »

« IL. 1l existe au moins un point. »

« JII. 8i p est un point, il existe un point différent de p. »

On appellera figure tout ensemble de points. Deux figures
sont identiques (ou coincident) quand elles sont composées
des mémes points. Deux points sont identiques (coincident)
quand toute figure qui contient ’un contient ’autre. Ce sont
la des définitions de V'égalité et de lidentits logiques qu'il
suffit de rappeler.

« IV. Tout mouvement est une correspondance biuniforme
entre deux figures. » Cela signifie qu'a des points identiques
correspondent des points identiques, et qu'a des points diffé-
rents correspondent des points différents.

« V. Quel que soit le mouvement w, qui fait correspondre
par exemple le point y au point &, il existe un mouvement
qui fait correspondre le point x au point y (quels que soient
z et y)'. » CGe mouvement est dit inverse du premier; c’est la
relation converse de la relation. que représente le mouvement
primitif. : '

« VI. Deux mouvements p et v effectués successivement,
I'un sur le résultat de l'autre, équivalent & un seul mouve-
ment 2. » C'est ce qu'on exprime en disant que les mouvements

grafia del punto e del moto, ap. Memorie della R. Accademia delle Scienze
di Torino (1899). Voir le mémoire du méme auteur : Sur la Géométrie
envisagée comme un systéme purement logique, dans la Bibliothéque du
Congrés de Philosophie, t. IM. CI. les' « postulats du mouvement » pro-
posés par M. Peano : Sui fondamenti della Geomelria, ap. Rivista di
Matematica, t. 1V, p. 18 sqq. (1894).

1. Postulat IIl de M. Pearo.

2. Postulat IV de M. Pearo.
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formenl un grouge. Le dernier s'appelle résultant des deux
autres; c’est le produit relatif des deux relations p. et v; on le
représentera par pev.

En particulier, le produit p°x (quel que soit ) sera un mou-
vement qui laisse fixes tous les points, c’est-3-dire qui trans-
forme chaque point en lui-méme. C’est ce qu'on nomme la
transformation identique {la relation d’identité), ou le repos.
Ainsi le repos est un cas particulier du mouvement !. Pour
exclure ce cas exceptionnel, on dira d'un mouvement qu'il est
effectif ou propre.

« VII. Pour chaque couple de points distinets, il existe un
mouvement effectif qui les laisse fixes. » Ce postulat affirme
Vexistence du mouvement de rotation d'une figure quelconque
autour de deux de ses points.

« VIIL. a, b, ¢ étant des points distinets, s'il existe un mou-
vement effectif qui les laisse fixes, tout autre mouvement qui
laisse fixes « et b laissera fixe aussic. »

Ce poslulat est le fondement de la notion de droile : dans
I'hypothése énoncée, les trois points , b, ¢ seront dits colli-
ndaires; el la droite ab sera, par définition, l'ensemble des
points collinéaires avec a et b, c'est-2-dire des points qui res-
tent fixes dans tout mouvement qui laisse a et b fixes 2. On
remarquera que la droite est définie dans sa totalité, et que
rien dans cette définilion n’implique un ordre ou une situa-
tion relative entre les points «, &, ¢. On démontre qu'une
droite est déterminée par deux quelconques de ses points,
c’est-a-dire que, si ¢ et d sont des points distincts de la droile
ab, celle-ci coincide avec la droite cd.

1l convient de remarquer que le postulat VIII n'est vrai que
dans l'espace & trois dimensions, que par suite il implique la
limitation & trois du nombre des dimensions, et que la défini-
tion précédente de la droite n’est valable que dans un lel

1. Postulat I de M. Pzaxo : « L'identité est un mouvement, cest-d-dire
toute figure est congruente & elle-méme » (loc. cif,, p. 18).

2. Cest 12 une des définitions de la droite proposées par Lemxiz. Elle ne
differe pas, au fond, de ia définition fondée sur la notion de congruence
(v. p. 182).
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espace. De plus, ce méme postulat exclut ’espace riemannien
(espace elliptique de Kieiv), de sorte que toutes les proposi-
tions suivantes ne sont vraies que dans I'espace euclidien et
Pespace lobatchevskien.

On peut démontrer que, si trois points a, &, ¢ sont colliné-
aires, leurs correspondants (dans un mouvement quelconque)
sont aussi collinéaires; en d’autres termes, que tout mouvement
transforme une droite en une droite. Celte proposition était
un des postulals de M. Pascu et de M. Prano 1.

On peut maintenant définir le plan comme suit : « a, 6, ¢
étant trois points non collinéaires, onappelle plan ahe la figure
formée par toutes les droites qui joignent @ & un point de be,
b & un point de ac, et ¢ & un point de ab. »

On démontre que les droites ab, ac, b appartiennent ay
plan abc; et que lout mouvement transforme un plan en un
plan. Mais on ne peut pas encore prouver qu’un plan est déter-
miné par trois points. Il faut admettre le postulat :

«1X. a, b, ¢ étant trois points non collinéaires, et d un point
de bc autre que b, le plan abd est contenu dans le plan abe. »
On en déduit aussitdt que les plans abc et abd coincident. On
démontre alors que, si d, ¢, f sont trois points non collisaires
du plan abe, celui-ci coincide avec le plan def; c'est ce qu'on
exprime en disant qu'un plan est déterminé par trois de ses
points non collinéaires. On démontre aussi qu'un plan con-
tient toute droite qui joint deux de ses points 2.

On peut définir la sphére de centre a qui passe par b comme
Vensemble des poinls pour chacun desquels il ¥ a un mouve-
ment qui le porte en 4 en laissant a fixe. On la représentera
par b,® On remarquera que celte définition équivaut a la
définition fondée sur la congruence : « ensemble des points ¢

1. Ce que M. Peaxo exprime en ‘disant que le mouvement est une
espece d’affinité (Postulat I, loc. .cif,, p. i8).

2. Théoreme d'Euclide (XI, 1) pris par certains autéurs modernes
(LecENoRE) pour définition du plan.

8. On remarquera que par sphére on entend ici la surface sphérique;
on distinguera plus loin les poinls intérieurs et extérieurs a la sphere :
les points intérieurs constitueront, avec la surface, le solide appelé sphére.
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tels qu'en ait : ac =ab » !. Tout mouvemen! transforme une
sphére en une sphére; et tout mouvement qui laisse fixe le
centre d'une sphére la transforme en elle-méme. Sideux sphéres,
de centres @ et &, n’ont qu'un point commun ¢, ce point devra
appartenir a la droite ab.

Pour pouvoir définic certains mouvements particuliers qui
consistent & rabatire une droite sur elle-méme, il faut intro-
duire les postulals suivants :

« X. a et b étant des points distincts, ily a un mouvement
qui laisse fixe a, et transforme & en un autre point de la
droite ab. » Ce mouvement est évidemment effectif, et trans-
forme la droite ab tout entiére en elle-méme. De ce postuolat
on déduit que la sphire de cenlre ¢ passant par ba un second
point commun avec la droite ab.

« XL a, b étant des points distinets, sideux mouvements
qui laissent fixe a transforment 5 en un autre point de la
droite ab, ce point est le méme dans les deux mouvements. »
En d'autres termes, la sphére de centre a passant par b n'a
qu'un seul autre point commun avec la droite ab. Ce point,
qui est ainsi déterminé Jd’une maniére univoque, s’appellera
le symétrique de b par rapport & a [sym zb]. Soit & ce point :
on peut prouver que le symétrique de b’ par rapport & a est b.

« XII. a, b étant des points distincts, il y a un mouvement
qui transforme a en b, et qui laisse fixe un point de la droite
ab. » Ce méme mouvement transforme b en a; a et b sont
symétriques par rapport au point fixe de la droite ab. Ce peint
fixe est unique; on Pappellera le milicu de a et b [med (a, b)].
Clest le centre d’une sphére qui passe par a et b, et c'est le
seul point de la droite ab qui possede celte propriété. Les pro-
priétés du symétrique et du milien se conservent dans lout
mouvement.

Pour pouvoir définir le rabattement d’un plan sur lui-méme,
on a besoin des postulats suivants :

« X1l a, b, ¢ élant trois points non collinéaires, il y a un

1. C’est encore une définition de Leianiz.
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mouvement qui laisse fixes a et b, el qui transforme ¢ en un
autre point du plan abe. » On dit que ce mouvement rabat le
plan abc sur lui-méme en le faisant tourner autour de a
et . ‘
« XIV. a, b, ¢ étant trois points non collinéaires, et d, e des
points du plan abc communs aux sphéres c, et ¢, et diffé-
rents de ¢,.ces deux points d_ et ¢ coincident. » En d’autres
termes, il ny a dansle Blan abe qu’un seul point, autre que ¢,
qui ait les mémes distances que ¢ dux points ¢ et &, quand
a, b, ¢ ne sont pas en ligne droite (car, quand ils sont colli-
néaires, il n’y en a aucun). ’

On définit le cercle : 'ensemble des points qui appartiennent
a la fois 2 une sphére et 4 un plan qui en contient le centre.
Le cercle a pour centre le centre de la sphare. Il pourra
g'indiquer par la méme notation que la sphére, quand on
saura dans quel plan il se trouve. Les postulats XIII et XIV
prennent alors la forme suivante : « Dans le plan abe, les cer-
cles ¢, et ¢, ont un point commun, et un seul, autre que ¢. »

On peut définir la perpendicularité de deux droites comme
une relation entre 3 points : « Dire que le couple (a, ¢) est
Pperpendiculaire au couple (a, b) [ce qui s'écrit : (g, c) 1L {(a, 8)],
c'est dire qu'il existe un mouvement qui laisse fixes a et. b et
qui transforme ¢ en un autre point de la droite ca. » Cet autre
point est, comme on sait, le symétrique de ¢ par rapport 2 a.
Celui-ci se trouve donc sur la sphére c;; et réciproquement,
si sym . se trouve sur c;, (a, ¢) | (a, b). La relation de per-
pendicularité est symétrique. On la transforme aisément en
une relation entre les deux droites ab, ac; pour obtenir la
notion usuelle de perpendicularité. On démontre que, par un
point extérieur & une droite, on peut lui mener une perpen-
diculaire, et une seule; bien entendu, cette démonstration est
logiquement fondée sur les postulats énoncés, et non pas,
comme la démonstration ordinéire, sur des considérations
intuitives.

Pour pouvoir sortir du plan, et considérer plusieurs plans,
il faut admettre le postulat :
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« XV. a, b, ¢ étant des points non collinéaires, il existe au
moins un point hors du plan abe. »

En effet, nous n'étions pas encore sortis du plan, bien que
nous ayons appris 4 le retourner : c’est que, comme nous
l'avons dit, on n'a pas & considérer les positions intermé-
diaires du mouvement; nous avons admis le retournement
sans savoir comment il est physiquement possible, ni par ol
passe le plan pour se retourner sur lui-méme. On dira que
des points sont complanaires, s'ils appartiennent tous & un
méme plan. Si 4 points ne sont pas complanaires, 3 quel-
conques d’entre eux ne peuvent étre collinéaires.

Il faut admettre qu'on puisse rabaltre un plan sur un autre
plan; c'est I'objet du postulat suivant :

« XVI. a, b, ¢, d étant % points non complanaires, il existe
un mouvement qui laisse fixes @ et b et qui transforme d en
un point du plan abe. » Par suite, puisqu’'un plan est déter-
miné par 3 points, le plan abd vient coincider avec le plan abe.
Les postalats X111 et XVI affirment la possibilité du mouvement
de rotaiion. On peut alors démontrer qu'il existe un mouve-
ment de franslation, Cest-a-dire tel qu’un plan glisse sur lui-
méme pendant quune de ses droites glisse sur elle-méme .
On démontre ensuite qu'on peut mener une perpendiculaire
a une droite en un de ses points dans un plan qui la contient.
Que cette perpendiculaire soit unique, cela a pu étre démontré
auparavant, indépendamment du postulat XVI.

On peut dire qu'un point a est équidistant de deux points &
et ¢, s'il est le centre d’une sphere qui passe par b et c. On
démontre alors que le lieu des points équidistants de deux
points distincls a et &, dans un plan contenant a et b, estla
droite perpendiculaire & ab au milieu de a et b; puis, qu'une
droite pa perpendiculaire 3 deux droites ab, ac est aussi per-
pendiculaire & toute droite qui passe par a et est située dans le
plan abe. D'ont la définition de la perpendicularité entre une

1. CYest la définilion du mouvement de translation donnée par M. Mgray,
qui en postule la possibilité : Noureaur Eléments de Géomélrie, 2° ¢d., § 85
Dijon, 1903).
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droite et un plan. On établit ensuite le théoréme des 3 perpen-
diculaires, d’ou i} vésulte que par un point extérieur & un plan
on peut lui mener une perpendiculaire, et une seule. On
démontre aussi que par un point d’un plan on peut lui mener
une perpendiculaire, et une seule. (Cela exclut la possibilité
d’une 4° dimension, en conséquence du postulat VIIL.) Inver-
sement, il n’y a qu'un plan perpendiculaire & une droite en
un de ses points. On prouve alors que deux plans qui ont un
point commun ont une droite commune (ce qui est une consé-
quence des trois dimensions), et cela, sans faire appel, comme
d’ordinaire, & des considérations intuitives de Topologie (dis-
linction des deux régions de 'espace que sépare un plajh) i

Les 16 premiers postulats, et les propositions qui en’ décou-
lent, concernent uniquement des relations de situation. On va
voir maintenant comment de ces relations de situation on
peut passer aux relations de grandeur qui constituent 'objet
propre de la Géométrie métrique. Par opposition anx propriétés
descriptives qui nous ont occupé jusqu'ici, on peut appeler
celles qui vont étre mentionnées des propriétés segmentaires,
car elles reposent sur la notion fondamentale du segment recti-
ligne compris entre deux points.

Un point est dit intéricur & une sphére, s'il est le milieu de
deux points distincts de cette sphere. Il est dit exéérieur dans
le cas contraire (et s’il n'appartient pas & la surface de la
sphére). Dans un plan, un point est dit intérieur ou extérieur
a un cercle, suivant qu'il est intérieur ou extérieur & la sphere
qui a méme centre que le eercle et qui passe par ce cercle. On
appellera sphére polaire des points a et b la sphére qui a pour
centre le milieu de ces points et qui passe par eux. On dira
qu'un point z est entre a et b, &'il appartient a la droite ab
et s'il est intérieur a la sphere polaire de a et 6. Enfin, on

1. Voici en deux mots cette démonstration. Soient les plans p et ¢ qui
ont en commun le point «. Soient » et s les droites perpendiculaires res-
peclivement & p et ¢ au point « (elles existent, et sont distinctes). Soit ¢
la droite perpendiculaire aux deux droites » et s au point « (elle existe,
et est déterminée). Cette droite appartient & la fois au plan p, comme
perpendiculaire & », et au plan g, comme perpendiculaire & s.
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appellera segment ab I'ensemble des points silués entre @ et b,
en y joignant les points a et & {appelés extrémités du segment).
On relrouve ainsi, par des définitions purement logiques et
nominales, la notion fondamentale de la Géométrie descrip-
tive, & savoir celle de segment rectiligne.

11 faut y joindre trois postulats relatifs 2 la situation :

« XVIIL. a, b, ¢, d étant & poinils collindaires distincts, le
point d ne peut se trouver sur un seul des segments ab, ac,
be. » Clest-d-dire que, ou bien il ne se trouve sur aucun d’eux,
ou bien il se trouve sur deux au moins d’entre eux.

« XVIII. a, b, ¢ étant 3 points collinéaires, si ¢ est entre
a et b, ancun point ne peut étre & la fois entre a et ¢ et entre b
et ¢. » Autrement dit, les segménts ac et bc n’ent ancun point
commun. Il en résulie que le point ¢ (dans le postalat XVII) ne
peut se trouver que sur deux des trois segments ab, ac, be. On
démontre que, sic est entre o et 4, a ne peut é&tre entre b et ¢,
ni b entre ¢ et ¢. Cette propriété détermine Vordre linéaire
des points de la droile. On prouve que, dans la méme hypo-
thése, le segment ab contient les segments ac el be, et qu'il en
est entitrement composé. On peut alors démontrer que la
sphere de centre a qui passe par &, et la sphére de centre 4
qui passe par @ ont un point commun, c¢’est-d-dire qu’il existe
un triangle équilatéral de colé ab, ce qui est la premiére. (!)
proposition des Zléments ’Evcip, dont la démonstration est,
nous I'avons dit, tout & fait insuffisante.

« XIX. a, b, c étant 3 points non collinéaires, tonte droite du
plan abe qui rencontre le segment ab doit rencontrer aussile
segment ac ou le segment be, si elle ne passe par aucun des
points a, 6, ¢ '. » De ce postulat il résulte que, dans la méme
hypothése, si o’ est entre b et ¢, b’ entre ¢ et a, et ¢’ entre a et b,
les points ', ¥, ¢’ ne peuvent étre collinéaires,

On peut ici définir les prolongements d’un segment, la demi-

1. Comme le remarque M. Pieri, on peut confondre ce postulat avec
le postulat XVII dans I’énoncé un peu vague : « a, §, ¢ étant 3 points dis-
tinets, une droite de leur plan ne peut rencontrer un seul des 3 segments
ab, ac, be. »
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droite, le demi-plan, l'angle, suivant la méthode de M. Pgano;
puis l'inégalité de deux segments, comme suit : « Dire que le
segment ab est plus pelit que le segment cd, c'est dire qu'il
existe un mouvement qui transforme a en ¢ et b en un point
situé entre ¢ et d. » On prouve que, si deux segments guel-
conques ne sont pas congruents, I'un d’eux est nécessaire-
ment plus petit que 'autre. On-définit d'une maniére analogue
Vinégalité des angles. On peut alors démontrer les théorémes
proprement métriques qui tiennent tant de place, et une place
trop prématurée, chez Euclide et ses imitateurs; par exemple :
« La perpendiculaire est plus petite que toute oblique issue
du méme point » (théoréme qui se déduit des 48 premiers pos-
tulats).

On définit le triangle abc comme la figure formée par tous les
segments qui joignent le point ¢ 4 un point du segment bc. On
démontre que la figure ainsi déterminée est identique a celles
que déterminent le point & et le segment ac, ou le point ¢ et le
segment ab; et encore, qu'elle est identique a chacune des
figures communes & deux quelconques des 3 angles bac, cha,
ack*. On peut alors démontrerles trois cas d’égalité des trian-
gles; le 3° cas (3 cotés égaux) résulte d’ailleurs immédiatement
d'un théordme qui repose sur les 16 premiers postulats. On
démontre aussi que tout angle extérieur d'un triangle est plus
grand que chacun des angles intlérieurs non adjacents.

On’définit enfin la somme de deux segments, et 'on peut
alors démontrer presque tous les théorémes des premiers
livres ’Euclide qui ne dépendent pas du postulat des paral-
leles. Par exemple : « Dans un triangle isoscele, les angles &
la base sont égaux.» — « S8i dans un triangle deux angles
sont inégaux, au plas grand angle. est opposé le plus grand
c6té, et réciproquement. » — « Chaque c6té d'un triangle est
plus petit que la somme des deux autres. » — « Si d’un point
extérieur & une droite on méne la perpendiculaire et plusicurs

1. Cf. p.131, note 2,et 164. 11 faut remarquer qu’en Géométrie métrique les.
angles sont des demi-angles, c’est-a-dire des portions de ‘plan comprises
entre deux demi-droites (sous réserve de la note 3 de la page 202).

Coururar. — Les principes des mathématigues. 14
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obliques & cette droite, la plus grande oblique est celle qui
géloigne le plus du pied de la perpendiculaire, et réciproque-
ment. » — « Si deux triangles ont deux ¢6tés égaux chacun &
chacun, et les angles compris inégaux, au plus grand angle
correspondra le plus grand coté; et réciproquement. » Ces
exemples suffisent & montrer que les postulats précédents
permettent d’établir logiquement toutes les relations de gran-
deur qui forment L'objet essentiel de la Géométrie métrique.

Toutefois, ils ne suffisent pas & démontrer ce théoréme
capital : « Il existe un triangle dont les cGtés sont respecti-
vement égaux & 3 segments donnés, dont chacun est plus
pelit que la somme des deux autres! », ou, ee qui revient au
méme : « Deux cercles d'un méme plan se coupent, quand la
distance de leurs cenlres est plus petite que la somme de leurs
rayons. » Bt, en effet, ce théoréme suppose un dernier postalat,
Vaziome de continuité; il suffit d’ailleurs de postuler Ja conti-
nuité du segment de droite, comme suit :

« XX. Si k est un ensemble de points contenu dans le
segment ab, il existe dans ce segment un point & tel gu’aucun
point k n'est entre 2 et b, et que, pour lout point y situé
entre a et #, il y a un point £ situé entre y et z ou coinci-
dant avec x % »

De ce postulat on peut déduire, comme on sait, I'axiome
d’Archimede, qui est le fondement de la mesure des grandeurs.
Alors, mais alors seulement, on peut affirmer que les segments
sont des grandeurs mesurables; puis, une fois qu'on aura
étendu ces axiomes aux angles, que les angles sont des gran-
deurs mesurables 3, Seulement la Géométrie métrique fait

1. 11 est & peine besoin de dire que la démonstration qu'en donnent
Brcupe et ses successeurs est insuffisante.

2. Clest le méme postulat que celui de la Géométrie descriptive dans le
systeme de M. Peaxo (voir p. 167).

3. Les angles doivent &tre congus, non comme des portions de plans
(ensembles de points), mais comme des portions de faisceaux (ensembles
de rayons). Clest ce que M. Russeut prouve par des considérations ingé-
nieuses, op. cif., § £02. L’angle est dans le faisceaun de rayons Panalogue
exact du segment sur une droite. M. Ewnriques distingue de méme la
région angulaire, portion de plan, et Pangle, portion de faisceau (Element
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cesser I'analogie parfaite qui existe, en Géométrie projective,
entre les segments et les angles. Entre les points d’une droite
et les rayons d’un faisceau (mis en relation perspective) il y a,
au point de vue projectif, une, corrélation absolue : les deux
figures sont des suites fermées; les segments de la droite et
les angles (qui sont des « segments » du faisceau) se corres-
pondent entiérement. Il n'en est plus de méme lorsqu’on
définit métriquement les segments et les angles : les angles ont
un maximum, tandis que les segments forment un ensemble
de grandeurs illimité. Cela provient de ce fait que, au point de
vue métrique, les angles ont une grandeur absolue par rapport
4 une unité naturelle qui est, $oit 'angle droit, soit le demi-
tour (2 angles droits), soit le tour complet (4 angles droits),
tandis quil 0’y a rien d'analogue pour les segments. Il est
vrai que les angles, eux aussi, deviennent des grandeurs illi-
mitées (et méme dans deux sens opposés) quand on admet
(comme en trigonométrie) des angles supérieurs & un four;
mais les angles qui different d’un nombre entier de tours sont
géométriquement indiscernables, et cela introduit dans la
suite illimitée de ces grandeurs une périodicité qui manque
a la suite des grandeurs linéaires. Dans tous les cas, il n'y a
plus correspondance projective entre les segments et- les
angles (& un angle fini correspond un segment infini), et cela
explique les paradoxes de la Géométrie métrique relatifs a
Pinfini. C'est 1a, d'ailleurs, l'origine de la discordance que nous
avons constatée entre la Géométrie descriptive et la Géométrie
projective, et que la création des éléments idéaux a eu pour
but de supprimer. ‘ N

Cette discordance entre les segments et les angles n’a pas
lieu, toutefois, dans la Géométrie métrique de I'espace ellip-
tique (ou riemannien), car dans cet espace (qui correspond,
on l'a vu, parfaitement a l'espace projectif) la droite est une
di Geomelria, n°* 66-12, Bologna, 4903); Quant & la définition classique :
« Un angle est la figure formée par deux demi-droites issues d’un méwme
point », elle est mauvaise, car elle ne définit pas Pangle comme gran-

deur; elle ne permet pas de concevoir Pinégalité ni la somme de deux
angles.
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ligne fermée, et d’une longueur finie; la distance de deux points
a done un maximum (la moitié de la longueur de la droite
entiére).

Comme la Géométrie projective et la Géométrie descriptive,
la Géométrie métrique peut se ramener & une forme purement
logique si I'on transforme les postulats en une définition
de l'espace métrique : Un espace métrique (euclidien ou non-
euclidien) sera un ensemble qui jouira de telles et telles pro-
priétés (¢noncées dans les postulats). La Géométrie métrigue,
ou plutdt, chacune des Géométries métriques, prend alors la
forme d’une vaste implication : Si tel ensemble jouit des pro-
priétés fondamentales énoncées dans les postolats, il vérifiera
tous les théorémes de la Géométrie correspondante. La Géo-
métrie, ou plutdt, les Géométries ne reposent plus sur des pro-
positions premiéres, indémontrables; elles n’ont plus d’axiomes
propres, en dehors des axiomes communs de la Logique méme.

Mais, dira-t-on peut-étre, n’est-ce pas par un détour artificiel,
par un subterfuge logique, qu'on transforme les postulats en
définitions? A cela on répondra que cette transformation est
légitime et méme nécessaire. Elle est 1égitime, car, tant qu'on
fait de la Géométrie pure, on spécule sur des espaces idéaux
dont on n’affirme nullement 'existence réelle; on peut done, on
doit méme dépouiller les postulats de leur caractére catégo-
rique, de leur « valeur de vérilé », pour les réduire & de
simples hypotheses problématiquement posées. Elle est néces-
saire, car, pour raisonner sur un espace, il faut le définir : et
I'on ne peut le définir quen énumérant ses propriétés carac-
téristiques, celles dont toutes les autres dérivent logiquement.
On ne pourrait critiquer la définition de tel ou tel espace que
pour deux raisons : ou bien parce qu'elle serait insuffisante,
c'est-a-dire ne délerminerait pas un espace, mais plusieurs
espaces (qualitativement différents?), el alors il faudrait lai

1. Car si plusieurs espaces concordent dans toutes leurs propriétés,

ils sont indiscernables, ou plutdt, au point de vue logique, ils ne font
qu'un.
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adjoindre d’autres hypothéses ou conditions, ¢’est-a-dire d’autres
postulats, pour la compléter; ou bien parce qu’elle serait
surabondante, c'est-a-dire contiendrait certaines conditions
superflues qui sont les conséquences logiques des -autres;
or, par cela méme qu’on prouverait que ces conditions sont
superflues, on les démontrerait comme théorémes, et on les
supprimerait comme postulats !. La définition d’un espace
(comme de n’importe quel objet) est donc l’ensemble des
conditions nécessaires et suffisanies pour déterminer toutes ses
propriétés. Ou hien un postulat appartient a cet ensemble de
conditions, et alors ce n'est plus un postulat, mais une partie
intégrante de la définition; ou bien il n'en fait pas partie, et
alors c’est un Lhéoréme qui peut (et par suite doit) étre
démontré (sans quoi la définition ne serait pas complate). TI
n'y a donc pas de place, dans une Géométrie logiquement cons-
truite, pour un postulat quelconque?®. En résumé, les axiomes
de la Géomélrie ne sont que des définitions déguisées 3, on plutot
des parlies de définition. Mais alors (il importe de remarquer
cette conséquence nécessaire de-la conception que nous expo-
sons ici), la Géométrie ne peut pas étre une science auto-
nome ayant ses principes spéciaux et reposant sur des « juge-~

1. C’est pourquoi il est utile de démontrer de chaque systéme de pos-
tulats qu’il est suffisant et irréductible; ¢’est ce qui a été fait pour certains
de ceux que nous venons d’exposer.

2. Le fameux « postulatum d’Euclide » est simplement un complément
de la définition de la droite euclidienne, ou de Pespace euclidien. Il ne
doit sa célébrité qu'd la place extraordinaire qu'on lui a longtemps
assignée dans les manuels. Mais, en réalité, ce n’est pas un postulat
exceptionnel et unique, ce n’est qu’un des nombreux postulats ou axiomes
de'la Géométrie, et, de' méme qu'on a construit les Géométries non-
euclidiennes sur sa négation, on peut « s'amuser » & nier tel ou tel autre
postulat, et & construire des Géométries non-archimédiennes, non-argué-
siennes, non-pascaliennes, ete. (HiLBerT, Grundlagen der Geometrie. Cf. Ie
compte rendu de cet ouvrage par M. PoiNcark, ap. Bullelin des Sciences

- mathématiques, t. XXVI, sept. 1902). Au point de vue pédagogique, la
place privilégiée accordée au postulatum d’Euclide (alors surtout qu’on
passe sous silence les autres postulats) est trés facheuse : elle fait croire
4 une « imperfection » singulidre de la théorie, et est sans doute res-
ponsable en grande partie des innombrables essais de démonstration du
fameux postulatum.

3. H. PoincaRrE, La Science et U'Hypothése, chap. u, fin (p. 66 de 'éd. fran-
caise).
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ments synthétiques a priori »; c'est une série de déductions
formelles suspendues & une définition, et qui en déroulent &
I'infini les conséquences logiques. En un mot, la Géométrie n’est
plus gu’une simple promotion de la Logique.

De méme que la Géométrie n’a plus de propositions premiéres,
elle n’a plus de notions premiares qui lui soient propres. En
effet, dans tous les systémes que nous avons exposés plus
haut, les notions premidres se réduisent & deux : un concept
de classe qu’on nomme point; et une notion de relation (ordre,
congruence, mouvement}, qui se déguise parfois, quand I'ana-
lyse n’est pas poussée & bout, en un concept de classe (droite,
segment, vecteur). Or, d'un coté, la notion de point n’intervient
nullement dans la structure logigue de la Géométrie : les points
ne sont rien de plus que les éléments de certains ensembles,
ou mieux, les termes de certaines relations; ce sont des objets
quelconques, de nature inconnue ou indéterminée, dont on ne
sait qu'une chose : ¢’est qu'ils sont les supports de certaines
relations. Ou plutot, on n'en sait rien, méme pas cela; on sait
seulement que, si des objets quelconques (qu'on les appelle
points ou autrement) supportent entre eux certaines relations
fondamentales (énoncées dans les axiomes), ils vérifieront tous
les théorémes qui en découlent logiquement. Ainsila Géométrie
pure, qui n'est qu'un systéme d’'implications, n’affirme rien
touchant les points; rigoureusement parlant, elle ne les connait
pas, et elle n'en a pas besoin.

D’un autre coté, les relations gui constituent 'autre donnée
primordiale des divers systémes de Géométrie ne sont plus
indéfinissables : nous avons vu comment la Logique des relations
permet de les définir au moyen de leurs propriétés formelles.
1l semble paradoxal de ramener la Géométrie & n’étre qu'une
application de la Logique des relations; et pourtant, tout le
monde sait et reconnait que la Géoméirie, comme la Mathé-
matique en général, est une science « abstraite », en ce sens
quelle fait abstraction de la nature intrinséque des objets
pour ne considérer que leurs relations; de sorte que, si deux
ensembles d’objets (de nature toute différente) vérifient les
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mémes relations, ils seront soumis & la méme théorie mathé-
matique (c’est ]a un fait bien connu, dont la Physique mathé-
matique offre des exemples nombreux et frappants), La thése
épistémologique que nous soutenons ici n'est que la systémati-
sation et la justification de cette remarque banale. Mais, ici
encore, il faut bien se rendre compte de la portée de ce lieu
commun : si la Mathématique est une science « abstraite »,
ce n'est pas, comme le croient les empiristes et positivistes,
parce qu’elle fait abstraction de la plupart des propriétés des
objets d’expérience; c’est parce qu'elle n’est plus & aucun degré
une science d’objels, mais une science formelle et pure, qui ne
considére que la forme des objets et leurs relations. Cest ce
qui explique que les vérités mathématiques soient univer-
selles el nécessaires a priori : elles sont objectives, non parce
qu'elles naissent de I'étude des objets, mais parce que, ne
portant sur aucun objet en particulier, elles portent sur tous
les objets possibles, Mais alors, il est impossible de mécon-
naitre leur analogie avec les lois logiques, dont elles possédent
tous les caractéres, et dont elles sont en effet des conséquences.
Si la Mathématique ‘est formelle comme la Logique, ¢’est parce
qu’elle est le prolongement de la Logique.

Qu'est-ce done, en définitive, que la Géométrie, et comment
doit-on la définir pour la distinguer des autres branches de la
Mathématique ou dé la Logique? G'est « l'étude des suites &
plusieurs dimensions * » : « des suites », c’est-a-dire des-ensem-
bles ordonnés; « & plusieurs dimensions », car I'Arithmétique,
par exemple, étudie une suite & une dimension, la suite natu-
relle des nombres 2. Cette définition ne contredit nullement
le caractére de science logique que nous venons d’attribuer &
la Géométrie : car, d’'une part, dans I'étude des ensembles, en
général, on ne considére point leurs éléments, mais seule-

A. RusseLL, op. cif., § 352, p. 372.

2. A ce titre, PAnalyse, en tant que fondée sur la notion de nombre
complexe, rentre dans la Géométrie. Il n’y a 12 rien de choquant : ce n’est
pas Analyse qui devient tributaire de la Géométrie; c'est au contraire la
Géométrie qui est une extension de ’Analyse, suwant la conception qui
régne & présent chez les mathématiciens.
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ment leurs relations ; et, d’autre part, un ensemble ordonné ne
peut étre défini, comme tout ordre, qu'au moyen de certaines
relations, On pourrait donc aussi bien définir la Géométrie
comme 1'étude de certains ordres (les ordres & multiple entrée)
ou de certaines relations (les relations qui définissent les
ordres susdits). L'espace, en tant qu'objet de la Géométrie
pure, n’est pas autre chose que cela : c’est un ensemble
ordonné (abstraction faite de ses éléments, qu'on les appelle
points ou autrement); ou, en termes plus « logiques », ¢’est un
ordre, c'est-a-dire un systeme de relations.

Encore une fois, ces définitions paradoxales ne font que for-
muler avec précision la conception de la Géométrie qui est
aujourd’hui courante chez les mathématiciens. Pour le mon-
trer, il suffit de rappeler que, selon M, Poincaré et beancoup
d'autres, la Géométrie, ou plus exactement, chaque Géométrie,
est I'étude d'un groupe. Or on sait ce que c’est gu'un groupe :
c’est un ensemble de transformations telles, que le « produit
relatif » de deux transformations est une transformation de
I'ensemble t. Et qu'est-ce qu'une transformation? C'est une
correspondance univoque et réciproque entre un ensemble
{lespace par excmple} et le méme ensemble; autrement dit,
une relation biuniforme dont le domaine et le codomaine
coincident. Ainsila formule que nous venons de citer ne fait
qu'exprimer, en termes mathématiques, la méme conception
que la définition de M. Russell exprime en termes de Logique-
D'silleurs, la théorie des groupes, qui a pris dans les Mathé-
matiques modernes une si grande importance, est une branche
de 1d science de Tordre, et par suite de la Logique des rela-
tions. Et 8'il y a quelqu’un qui ne puisse pas la considérer
comme une théorie mathématique, ce sont justement les
philosophes qui persistent & définir les mathématiques, suivant
la conception traditionnelle et surannée, comme les sciences
du nombre et de la quantité.

Il va sans dire que nous ne parlons que de la Géométrie

1. Pour une définition plus exacte et logique du groupe, voir Note 1L
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pure, de la « science de toutes les espéces possibles d’espaces »
(KanT), et non de la Géomélrie réelle ou appliquée, qui a pour
objet V'espace actuel, et qui est une science expérimentale.
Une Géométrie pure est une implication de la forme: « Si A
est vrai, B est vrai »; la Géomélrie appliquée dit : « A est vrai,
donc B est vrai »; elle affirme & la fois A et B de 1'espace
actuel, objectif, tandis que la Géométrie pure n’affirme que
la connexion logique, idéale, de A et de B. Or, entre toutes
les Géométries logiquement possibles que 'on peut constituer
théoriquement, l'expérience seule peul nous permettre de
choisir celle que nous appliquerons au munde « réel », cest-
a-dire au monde de notre expérience. Cela ne veut pas dire
que, comme le croient 'empirisme et le réalisme naif, il y ait
hors de nous un espace tout fait et réalisé que nous n’ayons
qu’a percevoir, mais que le monde que nous percevons se
préte plutdt a tel moule spatial qu’a tel autre. Cela ne veut
pas dire non plus que 'on puisse vérifier par une expérience
cruciale tel ou tel postulat isolé (par exemple, le postulatum
d&’Euclide); car, comme on l'a fait remarquer, une telle vérifi-
cation supposerait tous les autres postulats vérifiés, ce qui
forme une sorte de cercle. Mais il ne faut pas non plus sou-
tenir, comme font les agnosticistes contemporains, que toute
vérificalion expérimentale de la Géométrie constitue un cercle
vicieux; car, si I’on ne peut pas vérifier chaque postulat sépa-
rément, on peut vérifier 'ensemble total des postulats. Seu-
lement une telle vérification ne peut plus étre directe et
péremptoire : elle sera du genre de celles qui vérifient une
hypothese par ses conséquences, et par suite elle ne sera
jamais que probable. Mais c’est 1a le cas de la plupart des
hypothéses physiques; et cela ne fait que rapprocher la Géo-
métrie des sciences expérimentales. A ce point de vue, les
postulats ne sont plus de simples « hypothéses » dans une
implication, ils deviennent des propositions assertoriques,
des vérités d’expérience. Il n’y a, on le voit, aucune inconsé-
quence & considérer la Géoméirie pure comme une science
a priori, et la Géomélrie appliquée comme une science empi-
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rique; car il ne s’agit pas de la méme Géométrie, ou plutét,
si c’est la méme Géométrie, la modalité des propositions y est
toute différente.

Une chose montre bien la différence de ces deux Géométries,
ou de ces deux modes de considérer la Géométrie : la Géo-
métrie pure, avons-nous dif, ignore les points et n’a pas & les
connaitre; ce sont simplement les lermes indéterminés des
relations qu'elle étudie. Au contraire, la Géométrie appliquée
a besoin de déterminer, dans P'espace « réel » ou objectif, les
éléments qu’'on devra appeler des points, et par suite, ce qu'on
devra considérer comme des droites, comme des plans, etc.;
car ¢’est & cette condition que les propositions géométri-
ques prennent un sens « réel » et deviennent susceptibles de
vérification. Il faut donner un contenu objectif aux formes
vides de la Géométrie pure, et pour cela on doit recourir a
Pintuition. L'intuition est complétement exclue de la Géométrie
pure, qui n’est qu’un sysléme logique; mais elle régne dans
la Géométrie appliquée, car elle est indispensable pour donner
un sens et un support aux notions premieéres, et pour vérifier
les propositions premiéres (postulatsj dont toutes les autres
découlent. On peut, si I'on veut, refuser le nom de Géométrie
2 la Géométrie pure, et dire que c’est simplement une branche
de I'Analyse; on ne fera ainsi que confirmer notre thése, qui
fait de la Géométrie pure une application de la Logique; et
Ton pourra alors faire reposer la Géométrie (appliquée) sur
Uintuition. Mais on ne supprime pas par 13 la Géométrie pure,
et Pon n’en diminue pas l'utilité pour la Géométrie appliquée :
la Géomeétrie pure permettra toujours de réaliser (suivant les
idées de Macm) une « économic » d’expérience, en enseignant
quel est le nombre minimum de postulats qu’il faut vérifier
pour étre sir de la vérité de toutes les autres propositions;
sans la Géométrie pure, la Géométrie appliquée ne serait
qu'une science absolument empirique, dont chaque. propo-
sition devrait étre vérifiée expérimentalement : ce ne serait
méme plus une science, car dans les seiences les plus expéri-
mentales la déduction joue un rdle pour rattacher entre elles
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les lois trouvées el en tirer les conséquences nécessaires. Une
science n’est pas une compilation de lois ou de « recettes »,
c'est un systéme de vérités, dont la Logique est le ciment. La
Géométrie pure est la partie logique de la Géométrie appliquée,
c'est-a-dire ce que, depuis Euclide, on a coutume d’appeler
la Géométrie (théorique). Seulement, elle a toujours été mélée,
dans la tradition, d'¢léments intuitifs, dont elle tendait & se
purifier progressivement; aujourd’hui, la distinction est nette
el compléle entre la part de la Logique et celle de I'intui-
tion. ‘ o

Il nous reste a préciser les rapports de la Géométrie pure
avec I'Arithmétique. Nous venons de rappeler Iopinion,
asjourd’hui tres répandue, selon laquelle la Géométrie serait
une branche de I'Analyse; et, d'autre part, on sait que toute
I’Analyse a été reconstruite avec la notion de nombre entier,
et n’est plus qu'un prolongement de I’Arithmétique. $'ensuit-il
que la Géométrie ne soit, elle aussi, qu'une extension de
I'Arithmétique, qu’elle n’ait pas d’autrc contenu que 1'idée de
nombre, et que 'on puisse construire lespace avec des nom-
bres, comme beaucoup de mathématiciens le croient, a la suite
de RieMANN, en parlant par exemple d'espace arithmétique?
C'est la une erreur : les espaces qu’étudient les diverses Géo-
métries sont des ensembles, dont les éléments, appelés points,
sont en réalité indéterminés et indifférents; ce ne sont pas
nécessairement des ensembles de nombres. Et la prétention de
réduire toute la Mathématique, y compris la’Géométrie, & ce
seul objet, le nombre, est vaine et méme illogique; car I'idée
d’ensemble est antérieure & celle de nombre, comme on Ta
vu, puisqu’elle sert & définir celle-ci. S’il y a une idée premiére
et fondamentale en Mathématique, ce n’est donc pas I'idée de
nombre, mais bien celle d’ensemble.

Néanmoins, I'erreur précédente a, comme toute erreur, une
explication, qui n’est pas une juslification, et qu'il est intéres-
sant de signaler. Elle vient sans doute de ce que, toutes les
fois qu'on veut démontrer l'existence (logique) d'un espace
défini par un certain systéme de postulats, on n’a pas d’autre
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moyen que de construire un ensemble de nombres qui vérifie
tous ces postulats {ees nombres étant pris parmi les nombres
réels ou complexes, dont on admet V'existence logique comme
préalablement établie). De méme, lorsqu’on veut démontrer
qu'un systéme de postulats est irréductible, c’est encore & des
ensembles de nombres convenablement construits qu’on fait
appel, en monirant qu'ils vérifient tous les postulats, sauf un.
Cette méthode est couramment employée, non seulement par
les logisticiens dont nous avons cité les mémoires dans ce Gha-
pitre, mais par les mathématiciens les plus élrangers & la
Logistique, comme M. Hierr!. Par la non seulement les
lecteurs, mais parfois les auteurs eux-mémes sont amenés &
croire que I'on construit 'espace avec des nombres, en vertu
de la tendance générale des mathématiciens (remarquée par
M. RusseLL) & identifler purement et simplement les ensembles
qui possédent les mémes propriétés formelles. Mais cette illu-
sion a été parfaitement démélée par un auteur (également
étranger & la Logistique) dans la remarque suivante : « Cest
parce qu'on peut démontrer la compatibilité des condilions
énoncées dans les définitions... des premiers termes de la Géo-
métrie 4 'aide du systeéme des nombres entiers, qu’il est légi-
_time de dire que la Géométrie peut étre tout entiére construite
4 partir de I'idée du nombre ». Gette remarque, tout en accor-
dant une « légitimité » excessive & ce qui n’est qu'une facon de
parler, montre bien ce qu'il faut entendre par I’ « arithméti-
sation des mathématiques », et en limite singuliérement la
portée. Il ne s’agit pas, & proprement parler, de construire
I'espace avec des nombresyex pumice aguam!), mais seulement
de construire avee des nombres un ensemble qui ait toutes
les propriétés fondamentales de I'espace considéré, afin de
démontrer I’ « exislence » de cet espace sans faire appel &
P'intuilion. Enlre les divers espaces qu’étudie la Géométrie et
les enscmbles de nombres qu’on leur substitue, il y a analogie

1. Grundlagen der Geomelrie (1899).
2. LreesGur, Lecons sur PIntégration, chap. vi, § 1, nole (Gauthier-
Villars, 1904).
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formelle, et non identité; mais cela suffit pour qu’on puisse
démontrer Iexistence (logique) de ces espaces sans aucun
postulat intuitif ou expérimental, et par suite faire rentrer
les diverses Géométries dans la Mathématique pure, comme
dépendant uniquement de la Logique.



CONCLUSION

On comprend mieux & présent la définition dans laquelle
M. RusseLt a résumé la conception moderne de la Mathéma-
tigue pure. Pour achever de l'expliquer et de la justifier, il
convient de la comparer & quelques autres définitions qui en
ont été proposées L. Il ne s'agit plus, bien entendu, de la défini-
tion traditionnelle de la Mathématique comme science de la
quantité, qui est upanimement abandonnée et définilivement
condamnée. Mais, étant donnés lextréme généralité de la
Mathématique moderne, et le caractére de science logique et
pure qu'elle prend de plus en plus, on peut se demander si
T'on doit la définir par sa matiére ou par sa forme; autrement
dit, si elle a encore un objet spécial et déterminé, ou si elle est
moins une seience qu’une méthode, et une méthode applicable
a Loules sortes d’objets.

Celte derniére opinion a été hardiment soutenue par un des
savants qui ont le plus contribué & élargir V'horizon de la
Mathémalique, Benjamin Prirce, qui éerivait dées 1870 : « La
Mathématique est la science qui lire des conclusions néces-
saires?. » Selon cet auteur, la Mathématique serait essentiel-
lement la méthode déductive et démonstrative, et comprendrait
toutes les connaissances « dogmatiques », ¢’est-a-dire ration-

1. Nous nous inspirons ici de la conférence de M. Maxime Bocuer au
Congrés de Saint-Louis (septembre 1904) : The fundamental conceplions
and methods of mathematics, ap. Bulletin of the American Mathematical
Society, t. XI, p. 118-133 (déc. 1904).

3. « Mathemalics is the science which draws necessary conclusions »3
premiére phrase de Linear associative Algebra, mémoire lu & PAcadémie
nationale des Sciences de Washington en 18705 publié ap. dmerican
Journal of Mathematics, t. 1V, p. 97-229 (1881},
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nelles. Blle n’enveloppe pas toutes les sciences, mais elle les
régit et les domine toutes : ce n’esl pas elle qui découvre les
lois de la nature, mais ¢'est elle qui en tire toutes les consé-
quences logiques. C'est & tort qu'on englobe dans la Mathé-
tique certaines sciences déductives, comme la Géométrie et
la Mécanique, qui sont (par leurs principes) des sciences phy-
siques; car alors il faudrait y faire rentrer toates les sciences
qui emploient peu ou prou la déduction. Mais chacune des
sciences physiques a sa méthode déductive, et par suite sa
mathématique propre; et comme toute théorie mathématique
prend naturellement la forme d’une algebre, chaque science a
son algébre, son algorithme formel. C'est ainsi que B, PEIRCE
fait rentrer dans la Mathématique méme la Logique : c’est qu’il
entend par 1a I’Algébre de la Logique (de BooLt), algébre « qua-
litative » qu'il oppose & I'algébre « quantitative » de P'Arith-
métique. Mais c'est que BooLE coneevait encore la Logique &
la maniére d’Aristote, comme la Logiquc des concepts. Pour
nous, qui concevons la Logique ecomme la science de tous
les raisonnements formellement nécessaires, elle est coexten=
sive et au fond identique & la Mathématique telle que la
définissait B. Puirce. Et c'est la raison pour laquelle nous
n’admettons pas sa définition. Elle est manifestement trop
générale, car elle fait renirer dans la Mathématique toute
espéce de raisonnements, méme ceux qui portent sur des
matieres lout empiriques, comme les arguments des avocats.
Si large que soit la conception moderne de la Mathémaltique,
elle ne permet pas de dire qu'un avocat « fait des mathémati-
ques » lorsqu'il invoque un alibi ou discute 'application d’une
loi & un cas particulier; au contraire tout le monde conviendra
qu'il « fait de la Logique ». La Logique est donc plus générale
que la Mathématique; elle seule est purement formelle et par
suite universelle. I1 semble donc que la Mathémalique ne
puisse se définir par sa forme seule, et que, si sa méthode se
confond avec la Logique elle-méme, elle s'applique & une
certaine classe des objets qui la spécialise et la distingue de
toutes les autres sciences déductives.
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Mais quel peut étre I'objet des mathématiques? Il est
reconnu aujourd’hui que’ les théories mathématiques sont
indépendantes de leur contenu objectif, et sont indifféremment
applicables & toute espéce d’objets, pourvu qu’ils vérifient les
relations formelles énoncées dans les postulats®. Clest ce qui
fait la valeur abdstraite et formelle de la Mathématique, et lui
donne un caractére si analogue & celoi de la Logique. Mais
comment définir la Mathématique par son objet, si elle fait
précisément abstraction de la nature de ses chjets? Néanmoins,
Kenpe? a cru trouver des caractéres (formels) communs a tous
les objels des seiences mathémaliques : ce sont tonjours des
classes d'individus soumis & certaines relations et & certaines
opérations (ou combinaisons). Et comme les opérations se
raménent & des relations, I'objet d'une science mathématique
se réduit en définitive & une classe d’individus associée & une
classe de relations. Une science cu théorie est mathématique,
si toute la question est de savoir si fel ensemble d’objets
vérifie telles relations. On remarquera que cetie conceplion se
rapproche beaucoup, & certains égards, de celle de M. RussELL,
qui fait reposer la Mathématique sur la Logique des relations;
et, d’autre part, elle se justifie par 'importance qu'ont prise,
dans les fondements des mathémaliques, la théorie des
ensembles et la théorie des groupes. Toutefois, elle est mani-
festement incompléte, car elle ne dit rien de la méthode par
laquelle on doit étudier les objets et les relations en question.
Or cetle méthode peut étre empirique aussi bien que déduclive :
toute science sociale, toute administration politique, judi-
ciaire, etc., consiste a reconnattre {ou & établir) certaines rela-
tions entre des individus d’une certaine classe; ce ne sont
pourtant pas des sciences mathématiques. Pour qu'il ¥ ait
science mathématique, il faut que, certaines relations étant

1. Encore faut-il remarquer guwau point de vue de la Logique pure,
une théorie déductive s'applique & loute espice d’objets, en tant qu’elle
constilue une implication, car elle est encore vérifiée, si Tobjet ne vérifie
pas les postulats qui forment Phypothese de Yimplication.

2. Nalure, t. 43, p. 156 (1890); Proceedings of the London Mathematical
Society, 1. 26, p. § (1894).
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données, on puisse en déduire d’aulres; il faut donc faire
intervenir la considération de la méthode déductive. On ne
peut pas, par conséquent, définir la Mathématique uniquement
par son objet, si générale et si formelle que soit la définition
de cet objet lui-méme,

Il ne reste done plus qu’un moyen : cest de définir la Mathé-
matique a la fois par sa méthode et par son objet; et c’est préci-
sément ce qu'a fait M. RusseL. La méthode mathématique est
la déduction, tout le monde est d’accord la-dessus; mais il faut
entendre par la la déduction purement logique, fondée sur les
principes qu'énumeére et que formule la Logistique. Sans
doute, toute déduction suppose des propositions premieéres
qu’on doit postuler, et qu’on ne peut pas déduire; et cos pos-
tulats peuvent étre cmpruntés a n’importe quelle source de
connaissance, empirique ou a priori. Mais ce qui distingue la
Mathématique pure de toutes les autres théories déductives,
c’est qu'elle n’a pas, & proprement parler, besoin de postulats :
nous avons montré, d’'aprés M, RussiLi, que les différentes
théories mathématiques ne reposent pas sur des principes ou
« axiomes » propres, mais uniquement sur des définitions *.
Quant & ces. définitions, qui déterminent Iobjet de chaque
théorie, elles sont purement logiques, cest-a-dire qu'elles ne
contiennent pas d'autres constantes que les constantes logi-
ques; ce qui distingue les objets des mathématiques des objets
plus ou moins empiriques des autres sciences dédactives, c'est
qu'ils sont définis en fonction des seules constantes logiques.
Ainsi la Mathématique pure se trouve définie & la fois par sa
forme et par sa matiere : par sa forme, qui est un ensemble
d’implications conformes aux principes de la Logique : par
sa matiére, qui est un ensemble de définitions ne contenant
que des termes de Logique. On comprend donc qu’elle soit, au
point de vue de la forme, identique a la Logique; et que, an

1. M. Bécuer (loc. cit.) résume la théorie de M. Russeit en disant que
la mathématique pure consiste en déductions « by logical principles from
logical principles ». Cette formule est ingénieuse et frappante; mais elle

serait peut-8tre plus juste si on disait : « by logical principles from
logical definitions ».

CouTurAT. — Les principes des mathématiques. 13
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point de vue de la matigre, elle ne soit qu'un domaine spécial
dans le champ d’application de la Logique. Par la s'explique
qu'elle ait le caractere abstrait et formel de la Logique, tout
en restant distincte de celle-ci et subordonnée a elle. Par 1
enfin se trouvent justifites les théories philosophiques qui
attribuent aux conecepts et aux vérités mathématiques une
valeur universelle et nécessaire, donc a priori, car, si notre
these est juste, celte valeur est égale & celle des lois de la
Logigue méme.



NOTE 1

SUR LA THEORIE DES ENSEMBLES

On sait que, depnis une vingtaine d’années, la théorie des
ensembles a pris une place considérable dans la science matlié-
matique, ¢t apparait de plus en plus comme la base indispen-
sable de ’Analyse : clle a d'ailleurs 68 inventée tout exprés
pour préciser, éclaircir et généraliser les notions fondamen-
tales du calcul intégral et de la théorie des fonctions, notions
qui (comme celle du continu par’ exemple) n’avaient pas encore
été logiquement analysées, qu'on acceplait encore dans le sens
vulgaire et naif que leur donnaient 'usage et la tradilion, et
que, pour cetle raison, on attribuait 4 'intuition. Si donc nous
montrons que la théorie des ensembles est, par ses notions
premiéres et par ses principes, une branche ou une applica-
tion de la Logique, nous aurons beaucoup fait pour établir la
thése soutenue dans cet ouvrage.

On doit distinguer dans la théoric des ensembles plusieurs
parties ou plusieurs étages!. Il y a d’abord ce qu’on peut
appeler la théorie des ensembles « abstraits », qui considere
des ensembles d’objets quelconques, de nature indéterminde,
sous la seule condition que chacun de ces objets conslitue un

1. Un exposé trés élémentaire de la théorie des ensembles se Lrouve
dans notre ouvrage De PInfini mathématique, Nole 1V (1896). Geux qui
voudraient §’initier plus a fond & celle théorie et & ses applications
mathématiques n'ont qu'a lire le trés substantiel Bericht wber die Mengen-
lehre de M. A. Scaonruies, ap. Jahresbericht der deutschen Mathematiker-
Vereinigung, VIII, 2 Leipzig, Teubner, 1900).
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individu reconnaissable; un ensemble, dit-on, est déterminé,
sil'on a le moyen de décider, au sujet d'un objet (individuel)
queleconque, s'il appartient ou n’appartient pas & l'ensemble
considéré. On reconnait déja la les notions logiques dindividu
et de classe, et la relation d’appartenance d'un individu & une
classe {e).

Entre les ensembles ainsi congus on est amené & considérer
une relation fondamentale : l'un peut étre conlenu dans
I'autre, en étre une partie; ¢’est la relation que nous désignons
par 2.1l peut méme arriver que les deux ensembles soient mu-
tuellement contenus 'un dans ’autre, et alors ils sont identiques;
¢’est ce que nous appelons I'égalité logique {=). On dit qu'un
ensemble A est partie intégrante* d’un autre ensemble B, lors-
qu’il y est contenu sans lui étre identique : c’est-d-dire lorsque
tout A est un B, mais tout B n’est pas un A. (Pest ce que nous
exprimons par les deux formules :

AoB.A-=8B
ou AoB.B-0A.

Enfin on considére deux espéces de combinaisons entre deux
ensembles A, B : 'un consiste dans leur partie commune, ou
dans l'ensemble des éléments qui leur sont communs; on
I'appelle leur diviseur commun, et on le représente par

& (A,B). Cest ce que nous appelons leur produit logique
A~B. L’autre consiste dans leur réunion?, ¢'est-a-dire dans
Pensewmble de tous les éléments qui appartiennent & l'un ou &
I'autre : on 'appelle leur plus petit commun muliiple ct on le
représente par % (A, B). Cest ce que nous appelons leur
somne logique A v B. Dans le cas ol les deux ensembles n'ont
pas d’élément commun, on 'appelle leur somme, et on la repré-
sente par A+ B. Cest revenir & I'addition disjonctive de BooLE,
que les progrés de la Logistique ont fait abandonner pour

1. « Echter Teil » (Depexixp, Was sind und was sollen die Zahlen,
p. 2et 3).
9, Vereinigungsmenge (Scudsruies, loc. cit.).
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addition conjonective. Lorsqu’on veut spécifier le cas de I'ad-
dition disjonctive, ou écrit simplement la condition :
A~B=Ap.

On est souvent amené & distinguer deux ensembles complé-
mentaires 'un de l'autre, ¢’est-a-dire qui n'ont aucun élément
commun, et dont la somme constitue un cerfain ensemble
total U. Nous disons que de tels ensembles sont la négation
I'un de-l'autre, lorsque ’ensemble U est considéré comme
T'univers du discours. Dans le cas contraire, on a :

AA~B=,, AuvB=U

On aurait en général :
U==ABvA-BuB-A
mais, puisque AB=,, il reste seulement :
U=A-BuvB-A
On aurait de méme :
A=A-B=TU-B
B=B-A=U-A
c'est-a-dire que A et B sont pour ainsi dire la négation 1'un de
l'autre par rapport & (4 I'intérieur de) ’ensemble U.
Enfin il arrive parfois qu'on ait & exprimer qu’un ensemble

A est nul, c’est-a-dire ne contient aucun élément; et alors on
voit des mathématiciens rigoureux écrire tout bonnement :

A=0
ce qui est d’autant plus incommode qu'ils ont d’autres fois 3
exprimer que ’ensemble A (non nul) se réduit au point (nombre)
appelé 0, et qu'ils écrivent alors, pour éviter I'équivoque :
A=(0)*. »
En résumé, cette premiére partie, la plus élémentaire, de lo
théorie des ensembles coincide exactement avec la Logique

1. ScmoxrFLIES, loc. cif., p. 60 el passim; p. 98, et note 3.



222 NOTE 1

des classes. Néanmoins, les mathématiciens qui 'ont traitée
depuis 20 ans semblent ignorer que les concepts qu'ils définis-
sent, et pour lesquels chacun d’eux invente des notations plus ou
moins heureuses, ont été élaborés depuis 50 ans par des logi-
ciens qui Gtaient {ou sont) pourtant aussi des mathématiciens
(BooLe, ScHRODER, Praxo). Notre expérience personnelle nous
permet d'affirmer que, chez quelques-uns, et non des moin-
dres. cette ignorance est réelle; et, qui pis est, volontaire. Ii
est toujours ficheux que deux classes de savants s’ignorent
mutuellement et systématiquement; mais cela est encore bien
plus regrettable, quand les uns et les autres s'occupent, non
d’objels voisins ou conncxes, mais des mémes objels au fond.

Une autre partie de la théorie des ensembles consiste a
étudier les ensembles au puint de vue de leurs puissances et de
leur équivalence. Deux ensembles ont méme puissance, par
définition, lorsquils sont équivalents, c'est-a-dire lorsqu’on
peut établir entre tous leurs éléments une correspondance uni-
voque et réciproque. C'est ce que nous exprimons en disant
qu'il y a entre eux une relation biuniforme. Quant & la notion
de puissance, qui se trouve ainsi définie « par abstraction »,
elle n'est pas autre chose que la notion générale de nombre
cardinal, dont nous avons discuté les diverses définitions.
Si Pon admet celle & laquelle nous nous sommes arrété, on
délinira explicitement la puissance, ou mieux, le nombre car-
dinal d’un ensemble, en disant qu'elle est la classe des
ensembles qui lui sont équivalents. Et, en effet, il est évident
que deux ensembles équivalents possédent le méme nombre
cardinal, en vertu de ceite définition.

L’égalité des puissances se rameéne ainsi, comme toujours,
a lidentité. Quant & leur inégalité, sa définition donne lieu &
des difficultés spéeiales que nous n’avons pas & examiner ici.
Bornons-nous a rappeler qu'un ensemble A a une puissance
inférieure & celle de 'ensemble B, si A est équivalent & une
partie intégrante de B, el si B n’est équivalent & aucune partie
intégrante de A. Comme nons savons exprimer en termes
logiques Véquivalence et la notion de partie intégrante, nous
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pouvons traduire en Logistique Ja définition précédente et en
tirer toutes les conséquences logiques.

Ainsi la théorie des puissances d’ensembles n’est pas aulre
chose que la théorie des nombres cardinaux en général : c'est
une Arithmélique générale, o 'on définit la somme, le produit
et la puissance® des nombres cardinaux, finis ou infinis, sans
distinction. Voici ces définitions.

1°8Si « et B sont les nombres cardinaux de deux ensembles
A et B sans élément commun, leur somme («—+p) est le
nombre cardinal de 'ensemble somme de A et de B. Nous n'in-
sistons pas sur cette définition : c’est exactement celle que
nous avons énoncée ci-dessus, d'apres M. Russeii, et dont
nous avons donné la formule logistique.

2° Soient deux -ensembles A et B. Si Yon associe chaque
élément a de 1'un & chaque élément & de I'autre, on forme un
ensemble de couples (u,0)%. Le nombre cardinal de cet
ensemble est, par définition, le produit des nombres cardi-
naux o« et B. Cette définition ecst également susceptible
d’expression logistique : car un couple tel que (a, b) est en
réalité une relation singuliére, dont I'antécédent est un élé-
ment de A, et le conséquent un élément de B. Ces relations
forment un ensemble, et par suite déterminent un nombre
cardinal. C’est cet ensemble que M. Wurteneap appelle classe
multiplicative, dans la définition que nous avons indiquée précé-
demment (p. 83). Voici d’ailleurs comment on peut définir la
classe multiplicative, non plus de deux ensembles, mais d’une
classe & d’ensembles (en nombre fini ou infini) : Soit £ une
classe de classes exclusives et non nulles; considérons l'en-
semble des relations uniformes 2 dont le domaine est &, et
telles que uflz implique (pour toute classe u et pour tout indi-
vidu x) que xeu?; la classe multiplicative des / est I'ensemble

1. Le fait qu’on est obligé de parler des puissances des nombres cardi-
naux infinis doit faire proserire pour ceux-ci le nom de puissance. Cette
équivoque n’existe pas en allemand (Potenz, Mdéchtigkeit).

2. Ensemble que M. ScuonrLiEs appelle Verbindungsmenge des deux
ensembles A et B.

3. Autrement dit, R est une correspondance uniforme établie ealre
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des codomaines de ces relations R *. On voit que cette définition
peat étre formulée uniquement au moyen de la Logique des
relations.

3o Considérons enfin deux ensembles A et B (de nombres ¢ar-
dinaux « et B), et ensemble de toutes les lois suivant lesquelles
on peut faire correspondre un A & chacun des B2 Le nombre
cardinal de cet ensemble sera, par définition, Ja puissance ° du
nombre «, ou «f. Or quest-ce qu'une loi en vertu de laquelle &
chaque B correspond un A? Clest une relation uniforme entre
tous les B et les A {en général, quelques A seulement). Le
nombre de toutes les relations différentes de celte espéce est la
puissance définie «f. Ici encore, on congoit aisément que celte
définition puisse s’exprimer par la Logique des relations, puis-
quil o’y entre que des propriétés que 'on sait formuler logis-
tiquement.

Les trois définitions précédentes s’appliquent aussi bien aux
nombres finis qu’aux nombres infinis. Cest done toute I’Arith-
métique qui repose parla sur la Combinatoire, ¢'est-a-dire en
définitive sur la Logique des relations?.

Il y a une troisieme partie de la théorie des ensembles olt
intervient l'idée d'ordre : clest la théorie des ensembles
ordonnés, des types d'ordre et des nombres ordinaux. Or nous
savons que tout ordre est défini par une relation d’une certaine
espece. Deux ensembles ordonnés sont semblables, lorsqu’il
existe enire leurs éléments une correspondance univoque et
réciprogue telle que, si dansl'un 'élément o précede I'élément
b dans 'autre P'élément correspondant & a précede I’élément

chague classe & et un individu de cette classe : elle consiste & « extraire »
un individu de chaque classe &.

1. Clest-a-dire Pensemble des classes formées en « extrayant » un indi-
vidu de chaque classe %; ou encore, des combinaisons obtenues en pre-
nant un individu dans chaque classe %.

2. Cet ensemble est ce que M. Scudnruies appelle Zuordnungsmenge ou
Belegungsmenge des ensembles A et B.

3. Ces définitions reposent sur un postulat qui nous a été signalé par
M. RusstLy, & savoir : Etant donnée une classe de classes exclusives non
nulies, on peut extraire un élément de chacune d'elles. Ce postulat est
indispensable pour fonder PArithmétigue; or on n'en connait pas encore
de démonstration valable. V. p. §3, note 3.
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correspondant & &, quels que soient @ et 6 ', La relation de
similitude (analogue & celle d’équivalence) se définit donc par
une relation biuniforme; seulement, cette relation porte, non
sur des classes, mais sur des relations. Et en effet, ce ne sont
pas, & proprement parler, les ensembles qui sont semblables,
mais lears ordres : car le méme ensemble peut étre ordonné
de différentes maniéres; il sera semblable & tel ensemble
ordonné dans un certain ordre, mais non dans un autre. C'est
donc entre les ordres, ¢'est-d-dire en définitive entre les rela-
tions qui les définissent, qu’a lieu la relation de similitude.

De méme que de la considération des ensembles équivalents
nait par abstraction la notion de nombre cardinal (congu
comme classe d'ensembles équivalents), de la considération
des ensembles semblables nait par abstraction la notion de
type d'ordre (congu comme classe de relations d’ordre sem-
blables;. .

Parmi les ensembles ordonnés on distingue les ensembles
bien ordonnés : ce sont ceux qui contiennent un premier élé-
ment, ainsi que chacun des ensembles partiels qu'on y peut
déterminer. 1l en résulte que, dans un ensemble bien ordonné,
chaque élément a un consécutif (un élément qui le suit immé-
diatement), & moins qu’il ne soit le dernier (lequel est unique).
Les types d'ordre des ensembles bien ordonnés sont ce qu’on
nomme les nombres ordinaux® Ceux-ci sont aussi bien infinis
que finis, suivant que le nombre cardinal correspondant est
infini ou fini: car & chaque nombre ordinal correspond un
nombre cardinal, puisque chaque ensemble a un nombre car-
dinal. Le premier des nombres ordinaux infinis est le type
d’ordre de la suite naturelle des nombres, qu’on désigne par v.

Il arrive qu'on ait 4 considérer un type d'ordre inverse d’un
autre, c’est-a-dire celui qu'on obtient en renversant la relation
d’ordre entre deux éléments quelconques de 'ensemble (en
permutant les mots précéde et suit). Par exemple, on considére
le type d'ordre inverse de o, et on le désigne par * w. Or, du

1. Cf. Chapitre 1, p. 76. '
2. Cf. Chapitre m, p. 71,
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moment qu’on sait qu'un type d’ordre est une relation {on une
classe de relations), on reconnait que le type d’ordre inverse
est la relation converse, et dés lors il convient de le repré-
senter par la méme notation (par exemple, ‘»).

C'est a la théorie des ensembles ordonnés qu'appartiennent
les concepts de suite fondamentale et de limite d’une telle suite.
Par suite lui apparliennent aussi tous les concepts qu’on peut
définir au moyen de ceux-1a, comme ceux des enscmbles
fermés, denses en soi et parfaits'. Ges notions sont done indé-
pendantes de toute considération géométrique ou métrigue, et
relévent entiérement de la théorie de 'ordre. Et comme c’est
par ces notions que Pon peut définir le continu, le concept de
continu lui-méme dépend uniquement de la théorie de Pordre,
¢’est-h-dire en définitive de la Logique des relations.

Une quatritme partie de la théorie des ensembles est la
théorie des ensembles de points, ot I'on considere les éléments
des ensembles étudiés comme des points situés dans un espace
& une dimension {droite), & deux.(plan), & trois ou méme a n
dimensions. Peu importe d'ailleurs que cet espace soit géo-
métrique ou arithmétique, ¢’est-a-dire que les éléments soient
concus comme des points géomélriques ou comme des
nombres. L'essentiel est qu’ils sont « pris » dans un ensemble
préexistant, et que celui-ci peut contenir d’autres éléments ou
poinls « situés » entre ceux de l'ensemble considérc. Cette
partie de la théorie des ensembles est la plus compliquée;
néanmoins ¢'est celle qui est apparue la premiére et qui est la
plus développée, parce que c’est celle qui se rapproche le plus
du domaine des applications, c’est-3-dire de I'Analyse et de la
Géométrie. Elle a pour objet, au fond, les ensembles relatifs &
d’autres ensembles, desquels ils sont pour ainsi dire extraits,
ou dans lesquels ils sont situés et plongés. C’est dans cette
théorie qu'un ensemble peut avoir des points-limites qui ne lui
appartiennent pas, et par suite un dérivé qu'il ne conlient pas
nécessairement. C'est a celte branche de la théorie des

1. ScudnrFLies, loe. cit., p. 325 cf. p. 63,
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ensembles qu’appartient donc toute la théorie des ensembles
dérivés, avec les notions « métriques » des ensembles fermés
denses en soi et parfaits, telles que M. G. CaNTOR les avait
d’abord définies, et les nolions d’ensemble partout dense ou
nulle part dense dans un intervalle (ou ensemble) donné. Cest
a elle également qu'appartient la théorie de I'étendue ou du
contenu (/rhalt) des ensembles, dans laquelle les ensembles
sont rapportés & un réceptacle commun, I'espace continu.

Ce caractere relafif des propriétés des ensembles de points
a été mis en évidence par la généralisation méme qu'en a faite
M. BAlre. Au lieu de considérer des ensembles contenus dans
I'espace ordinaire, il considére des ensembles contenus dans
un autre ensemble quelconque U (que nous appellerions, en
Logistique, I'univers du discours); et il définit par rapport &
cet ensemble U les propriélés désignées par les mots : fermé,
dense en soi, partout dense, nulle part dense®. En effet, I'en-
semble E étant entiérement contenu dans U, et tous deux étant
ordonnés de méme (c’est-a-dire 1'ordre des points de E étant
le méme que I'ordre qu’ils possédent comme points de U), un
point de U sera un point-limite de E, s’il est limite d'une suite
fondamentale de E (laquelle est aussi une suite fondamentale
de U). Comme E peut contenir ou ne pas contenir ses points-
limites (dans U), tous les concepts énumérés conservent leur
sens relatif, tout en étant dépouillés de toute considération
métrique, puisque c'est par les relations d’ordre des points
de U que sont désormais définis les points-limites de . On
peut dire que cette méthode ramene les propriétés métriques
des ensembles a leurs propriétés ordinales (relatives & I'cn-
semble U considéré comme leur réceptacle ou leur support).

En résumé, la théorie des ensembles, dans sa partie la plus
générale, se confond avec la Logique des classes; et, dans ses
autres parties, elle dépend entizrement de la Logique des
relations. En particulier, la théorie des ensembles de points se
raméne & la théorie des ensembles relatifs (c’est-a-dire situés

1. Scudxrries, loc. cit., p. 80.
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dans d’autres ensembles); c’est la théorie des ensembles rela-
tifs & I'espace continu; et puisque, comme on I'a vu, on peut
définir I'espace continu par ses propriétés ordinales, les fon-
dements de cette théorie sont empruntés exclusivement & la
théorie de l'ordre. Ceite conclusion ne repose pas seulement
sur les considérations théoriques, forcément sommaires et un
peu vagues, qui précédent. M. RUSSELL & effectivement réalisé
la théorie des ensembles bien ordonnés an moyen dela Logique
des relations, et retrouvé ainsi la plupart des propositions de
cette théorie, découvertes par G. Cantor et d’autres mathéma-
ticiens. Le rattachement de la théorie des ensembles & la
Logistique n’est done pas un desideratum théorique et idéal;
c’est un fait accompli.



NOTE 11

SUR LA NOTION DE GROUPE

On sait quelle importance la théorie des groupes a prise
dans la Mathématique moderne, principalement grace aux
travaux de Soprus Lie : ses applications s’étendent & la fois a
PArithmétique supérieure, & 'Algtbre, a PAnalyse, & la Géo-
métrie et & la Mécanique. Il est donc intéressant de montrer le
caractére logique de cette théorie, et comment on peut définir
formellement le concept du groupe.

En gros, un groupe est un ensemble d’objets pour lesquels
on a défini une combinaison telle, que le résultat de la combi-
naison de deux objets est un objet du groupe. Ces deux objets
sont les données (ou les facteurs) de la combinaison; le troisieme
objet est le résultat (ou le produit). Ces données et ce résultat
ne sont pas du tout essentiellement des nombres ou des quan-
tités; ce peuvent étre, par exemple, des transformations analy-
tiques ou géométriques. Le résultat de deux transformations
de méme espéce n’est pas nécessairement de la méme espéce :
par exemple, le résultat de deux symétries n’est pas une
symélrie, mais une translation.. Mais, quand des transforma-
tions forment un groupe, le résultat de deux quelconques
d’entre elles est de méme espéce, puisquil appartient au
groupe.

Yoici maintenant comment on peut définir rigoureusement
cette notion, par un systéme de postulats indépendants?. On

. 4. HuntixetoN, Note on the definitions of abstract groups and fields by
sets of independent postulates, ap. Transactions of the American Mathe-
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gonsidére une classe K d’objets, et une opération binaire ou
combinaison qu'en peut effectuer sur deux quelconques de ces
ohjels, et dont le symbole sera o. On écrira :

aob=c

pour dire que le résultat de la combinaison de ¢ et de b {pris
dans cet ordre) est ¢. Cela posé, on formule les six postulats
suivants :

I. Siaet bsont des K,ily a un élément ¢ de K tel que
g0 b=¢, et cet élément est déterminé d’unc maniére unique
par aetb.

En d’autres termes, 'opération a o b est toujours possible et
univoque dans la classe K : elle a toujours un vésultat, et un
seul. Si elle n'était pas univoque, on ne pourrait pas rigoureu-
sement écrire :

aob=c
mais seulement :
ce{aob)

« ¢ est un des éléments qu’on obtient en combinant a et b. »

On voit par 13 que le fameux axiome d'Euclide : « Egal
ajoute & égal donne égal » n'est nullement une propriété de
I'égalilé, meis une propriété de I'addition, en tant qu'elle est
univoque; et que, par suite, il n'est pas du fout, comme on le
erojl trop souvent, un axiome logique {analytique).

1I. La loi associative est valable pour tout X, c’est-d-dire
guon a :

{aobjoc=ao{boc)

quels que sojent les éléments a, &, cde K.

matical Society, t. VY, p. 181-183 (1905). — C. les autres mémoires du méme
auteur : Simplified definition of a group, ap. Bulleiin of the American
Slath. Soc., t. V111, p. 206-300; A second definition of a group, ibid., p. 888-
301 (1802); Two definitions of an Abelian growp by sels of indepcndent pos-
tulates, ap. Trans. Am. Math. Soc., t. 1V, p. 21-30; Definitions of a field
by sets of independent postulates, ibid., p. 31-37 (1903); 4 se¢ of postulates
for real Algebra, comprising posiulates for a one-dimensional conlinuum
and for the theory of groups, ibid., t. VI, p. 17-41 (1905). Dicksox, Defini~
tions of a field by independent postulales, ibid., t. 1V, p. 13-20 (1903).
Moore, 4 definition of abstract groups, ibid., t. 111, p. 485-492 (4902).
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III. I y a au moins un élément ¢ de X pour lequel on a :
ioi=—t
Cet élément, qui, combiné avec lui-méme, se reproduit, est
ce que Benjamin PEirce! appelait un « idempotent », c’est-a-
dire un élément identique & toutes ses « puissances » (puis-

qu'il est identique 2 son « carré »).

IV. 1l n’y a pas plus d’un élément ¢ tel que L'on ait :

10i=1.

Cela veut dire que sil'on a & la fois :

TOoxT =1 ‘ yoy=y,
on a nécessairement :
=y

Les deux postulats précédents se résument en une phrase :
Iy a un « idempotent », et un seul.

V. 8’il y a un élément unique ¢ tel que : i0i=—1, ou bien on
a:ioa=—a pour chaque élément @, ou bien on a:coi=ua
pour chague élément «.

Cela veut dire que I’élément 7 désigné dans les postulats III
et 1V (qui en affirment I'existence et I'unicité) est, ou bien
module & gauche, ou bien module & droite. On appelle module
d’une opéralion le terme « de nul effet » dans cette opéralion,
¢est-a-dire qui, combiné avec un autre quelconque, reproduit
cet autre. Or, tant gu'il n'est pas établi qu’une opération est
commutative, il faut distinguer le premier et le second « fac-
teur », et par suite le module gauche (comme premicr fac-
teur) du module & droite (comme second facteur).

VL. S'il y a un élément unique i tel que {0 i=1, pour chaque
élément a il y a, ou bien un élément o'y tel que ao ¢'y=1, ou
bien un élément o/, tel que ¢/, 0 a =1.

Cela veut dire que chaque élément o de la classe K a un
réciproque a droite ou un réciproque ¢ gauche. On appelle réci-

1. Linear Associative Algebra, mémoire posthume dalant de 1870, ap.
American Journal of Mathematics,t. 1V, p. 97-229 (1884)
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progue d’un terme un terme qui, combiné avee lui, donne pour
résuliat le module. Et, pour la raison indiquée plus baut, il
faut dislinguer le réciproque a droite du réeiproque & gauche.

Nous venons ‘de dire « le module » sans spécifier si c’est le
module & droite ou le module & gauche. Il est sous-entendu
que c'est celui des deux qui duit exister, en vertu du postulat V.
D’ailleurs, la distinction est oiseuse, car on peut démontrer,
au moyen de ces six postulats, que Pélément @ est aussi bien
module & droite que module a gauche, ou, plus exactement,
que, pour tout élément a, on a & la fuis

goi—=—10a=—a.

On peut donc appeler ¢ purement et simplement le module.

Mais de ces six postulats il ne résulte nullement que I'opé-
ration o soit commutative en général {bien qu’on ait, pour le
cas particulier du facteuri, ai=/1a). Aussi faut-il leur ajouter
un 7° postulat pour définir un groupe abélien (c’est-a-dire
commulatifj, & savoir la loi commutative elle-méme :

Vil. Quels que soient les éléments a, 6 de K, on a:

aob=boa.

Et ce postulat est indépendant des six premiers. Ceux-ci sont
également lous indépendants entre eux, ¢’est-d-dire qu'aucun
d’eux ne peut se déduire des cing autres.

On en déduit encore les trois théorémes suivants :

1° 8i aob=—aol, ona b=~>F; et si aob=da'ob,on a
a=ada'.

20 A chaque élément a correspond un élément a— !, et un seul,
tel que :

goa—l=—a~toa=t.

Cet élément a—! s'appelle le réciproque de a. Ainsi chaque
élément a un réciproque unique, qui est & la fois réciproque
a droite et réciproque & gauche.

30 Deux éléments quelconques a et b déterminent un seul élé-
ment z, tel que I'on a: @ ox=>5; et un seul élément y tel que
l'ona:yoa=h.
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L'élément zesta=1* 0 b; I’élément yest:boa—1 Cestce qu'on
exprime en disant que les deux .opérations inverses de o sont
toujours possibles et univoques.

Telle est la définition d'un groupe relatif a I'vpération o;
car un ensemble d’objets ne forme un groupe que par rapport
a une opération déterminée . Ainsi la notion de groupe com-
prend & la fois la notion d'ensemble ou classe, et la notion
d’opération ou combinaison. Mais qu’est-ce qu'une opération,
et qu'y a-t-il au fond de cette notion manifestement anthropo-
morphique, empruntée par métaphore- au domaine de Pacti-
vité pratique? On n’ « opére » pas réellement sur des objets
abstrails ou des entités (des nombres, par exemple) qui sont
immuables de leur nature. On ne peut méme pas dire qu’on
les « combine » comme on combine des éléments chimiques.
Quand on dit que la « combinaison » de @ et de & a pour
« résultat » ¢, on fait simplement correspondre an couple des
objets a et &# l'objet ¢; aulrement dit, on établit une relation
entre les 3 objets o, b, ¢. En définitive, une opération (binaire)
n’est pas autre chose qu’une relation (ternaire) entre ses
données et son résultat. On peut done formuler la définition
du groupe en termes de la Logique des relations 2.

1.1l importe de bien distinguer 'opération par rapport a laquelle Ie
groupe est défini, des objets qui sont les éléments du groupe, lorsque
ces objets sont eux-mémes des opérations. Dans ce cas, I'opération cons-
titutive du groupe consiste en général a effecluer successivement deux des
opérations qui sont les éléments du groupe; c’est-a-dire, 'plus explicite-
ment, si la premitre opération, effectuée sur ’objet @, a pour résultat 5,
la deuxieme opération sera effectuée sur b, et aura pour résultat c.
Le « produit » de ces deux opérations sera Popération unigue qui, effec-
tuée sur @, donnerait pour résultat c. Dailleurs, - les opérations élémen-
taires du groupe sont des opérations unitaires, des correspondances d’un
objet a un objet (des relations binaires, en général biuniformes), tandis
que Popéralion par rapport a laquelle le groupe est défini est une opéra-~
tion binaire, & savoir le produit relatif de deux des relations susdites.

2. Cest ce qu’a fait M. HusTiNcToN (loc. cit.) d’apres une suggestion de
M. Bocuer (Bulletin of the American Mathematical Society, t. XI, p. 1263
1904-0%). .

Coutunat. - Les principes des mathématiques. 16






APPENDICE

LA PHILOSOPHIE DES MATHEMATIQUES DE KANT!,

Wenn die mathematischen Urtheile
nicht synthetisch sind, so fechlt Kanls
ganzer Vernunftkritik der Boden.

ZIMMERMANN,

La question fondamentale de la Critique de la Raison pure
est : « Comment des jugemenls synthétiques a priori sont-ils
possibles? » Qu’il existe de tels jugements, c'est ce dont Kant
ne doute pas un instant, car ce sont de tels jugements qui
constituent, sclon lui, la métaphysique et la mathématique
pure. Expliquer comment ces jugements sont légitimes en
mathématique et illégitimes en métaphysique, tel parait étre
le but de la Critique de la Raison pure; tel est en tout cas
Pobjet de la Méthodologie transcendentale. « La mathématique
fournit 'exemple le plus éclatant d’une raison pure qui réussit
& s'étendre d'elle-méme sans le secours de I'expérience »
(B. 740; cf. p. 8 et 752) 2; et cet exemple a été séducteur pour
la métaphysique ®. Celle-ci peut-elle légitimement aspirer & la
certitude apodictique en employant la méme méthode que la

1. Ce mémoire a paru dans la Revue de Métaphysique et de Morale, n® de
mai 1904 (consacré au centenaire de la mort de Kant).

2. Conformément & I'usage introduit par M. Vaihinger, nous désignons
respectivement par A et Bla 47 et Ja 2¢ ¢dition de la Critique de la Raison
pure, dont Ia pagination se trouve reproduite dans les principales éditions
modernes (notamment celles de B. Erdmann et de Kehrbach).

3. Cf. Forischritte der Metaphysik, Introduction (1791); éd. Hartenstein,
VIII, 322,
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mathématique? Telle est la question (B. 872}. Or « la métaphy-
sique est la connaissance rationnelle par coneepts; la mathé-
matique est la connaissance rationnelle par constraction de
concepts » (B. 863, 741). Qu'est-ce que construire un concept?
C'est « exposer intuition a priori qui lui correspond ». La
construction des concepts n'est donc possible que si nous pos-
sédons des intuitions a priori. Celles-ci nous sont fournies par
les deux formes a priori de la sensibilité, ’espace et le temps.
Clest donc I'Esthétique transcendentale qui est chargée de
répondre & cette question : « Comment les mathématiques
pures sont-elles possibles? » (B. 53, 73.) Par la se trouvent
déterminés a la fois objet des mathématiques et la portée de
leur méthode. Leur objet ne peut étre que la grandeur, « car
seul le coneept de grandeur se laisse construire » (B. 742); et
Pespace et le temps sont les seules « grandeurs originaires »
(B. 783). Leur méthode ne peut s’appliquer qu’a ce qui peut élre
objet d’intuition, et d’intuition a priori : elle ne peut done saps
pliquer ni aux concepts purs et simples, ni aux intuitions empi-
riques, par exemple aux qualités sensibles (B. 743). La mathé-
malique ne peat avoir pour objets que les concepts qu’on peut
conslruire, & savoir la figure, détermination d’une intuilion
a priori dans Pespace, la durée, division du temps, et le nombre,
résultat général de la synthése d’un seul et méme objet dans
'espace et dans le temps, qui par suite mesure la grandeur
d’une intuition (B. 732). Ainsi c¢'est la méthode, et non l'objet,
qui distingue essentiellement la mathématique de la métaphy-
sique, et c'est la méthode de la mathématique qui détermine
son objet!. Par la s’explique que les jugements mathématiques
puissent élre & la fois synthétiques (comme les jugements
empiriques) et a priori (comme les jugements analytiques). Ils
sont synthéliques, parce qu'ils reposent sur une synthése effec-
tuée dans intuition; et ils sont a priori, parce que cette intoi-
tion est elle-méme a priori.

Kant caractérise la méthode mathématique en Vopposant &

1. Cf. Logigue, Introduction, 11l {(Hartenstein, VIII, 28).
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la, méthode de la philosophie. La mathématique seule a des
axiomes, c'est-d-dire des principes synthétiques a priori,
« parce qu'elle seule peut, en construisant un concept, lier
@ priori et immédiatement ses prédicats dans l'intuition de son
objet » (B. 760) *. La philosophie ne peut pas avoir d’axiomes,
car elle ne peut pas sortir du concept pour le lier & un autre
concept. La mathématique seule a des définitions, car seule elle
crée ses concepts par une synthése arbitraire; par suite, ses
définitions sont indiscutables et ne peuvent étre erronées. Au
contraire, on ne peut pas & proprement parler définir, soit les
objets empiriques, soit les concepts a priori, on ne peut que
les décrire, et cette description est toujours discutable, car on
ne sait jamais si 'on a épuisé la compréhension d’'un concept
préalablement donné?®. Enfin la mathématique seule a des
démonstrations proprement dites, car « on ne peut appeler
démonstration qu'une preuve apodictique, en tant qu'elle est
intuitive » (B. 762). La philosophie ne peut pas effectuer des
démonstrations sur ses concepts, car il lui manque « la certi-
tude intuitive », La conclusion de cet examen est la séparation
compléte, I'opposition absolue de la mathématique, non seule-
ment par rapport & la métaphysique, mais par rapport & la
philosophie tout entitre, et notamment & la logique. Car la
logique repose sur des principes analytiques, qui paraissent se
réduire au principe de contradiction; et elle ne permet d’établir
que des jugements analytiques. Si la mathématique peut légi-
timement énoncer des jugements synthétiques a priori, c'est
parce qu’ « elle ne s’occupe d’'objets et de connaissances que
dans la mesure ou ceux-ci- se laissent représenter dans lintui-
tion » (B. 8). Il est manifeste, d'ailleurs, que si Kant insiste
tellement sur la différence des méthodes de la mathématique
et de la métaphysique, c’est par réaction contre le rationalisme
de Wolff, qui prétendait, comme Leibniz, appliquer & la philo-
sophiela méthode mathématique, comme étantlia seule méthode
logique et apodictique.

1. Exemple : Trois points sont toujours situés dans un méme plan.
2. Cf. Logique, §103.
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Nous allons examiner successivement les différentes théses
que nous venons d’énumeérer.

DEFINITION DES JUGEMENTS ANALYTIQUES.

Les jugements mathématiques sont-ils synthétiques? Pour
le savoir, il faut d'abord définir les termes de synlhétique et
d'analytique. Rappelons la définition textuelle de Kant : « Ou
bien le prédicat B appariient au sujet A comme quelque chose
qui est contenu {d’une manitre cachée) dans ce concept A, ou
bien B est tout & fait en dehors du concept A, bien qu'il soit en
connexion avec luil. Dans le premier ¢as j'appelle le jugement
analytique, dans Vautre, synthitigue » (B. 10). Cette définition
suppose que tous les jugements sont des jugements de prédi-
cation. Or il est reconnu aujourd’hui qu'il y a bien d’autres
formes de jugements, qui sont irréductibles aux jugements de
prédication; autrement dit, qu’il y a une multitude de relalions
qu'on peut penser et affirmer entre deux ou plusieurs objets, et
que ces relations ne peuvent pas se ramener a P'unique rela-
tion d'inclusion de deux concepts {exprimée par la copule esz).
Méme au point de vue de la logique kantienne, cette définition
est trop étroite, ear elle ne s’applique qu'aux jugements catégo-
riques, et non aux jugements hypothétiques et disjonctifs, qui,
de Paveu méme de Kant, établissent un rapport, non plas entre
deux concepls, mais entre deux ou plusieurs jugements (B. 98).
Ce défaut est d’autant plus étonnant que Kant déclare ailleurs
ravoir jamais été satisfait de la définition que les logiciens
donnent en général du jugement, en disant que c'est la repré-
sentation d'un rapport entre deux concepts (B. 140, §19 de la
Critique) . La définition de Kant est done absolument insuffi-
sante en principe. M. Vaihinger a essayé de la justifier, en

t. On pourrait remarquer «ue lallernalive n’est pas complete, du
moing dans les termes préeis de Pénoncé : en effet, entre le cas oit B est
contenu (entidrement) dans A, et celui ot il est tout entier hors de (ganz
ausser) A, il ¥ a le cas olt B n'est ni inclus dans A ni exclu de A. Or ce
dernier cas est celui des jugements particuliers,

2. Cette remargue a été faite par Korperwaxy, Kanl’s Lehre vom analy=-
tischen Urtheil, ap. Philosophische Monatshefte, t. XXI, p. 65-101 {188%).
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disant qu’elle doit comprendre les jugements de relation,
puisque Kant I'appliquera plus tard & de tels jugements
(par ex. : 7T+ 3==12)'; mais c’est 14 une inférence interpréta-
tive que rien dans le texte ne parait justifier. Tout au con-
traire, Kant, préoccupé d’établir la généralilé de sa définition,
n’a pensé qu’a une chose : c'est qu’elle ne s’appliquait qu’aux
jugements affirmatifs, et alors il a ajouté entre parenthéses
qu'on peut aisément I’étendre « ensuite » anx jugements néga-
tifs 2. Il n’en est pas moins vrai qu'il a commencé par admettre
que « tous les jugements » consistent & « penser le rapport
d’un sujet & un prédicat », et que ce rapport est toujours le
rapport de prédication, exprimé par la copule est.

Cette interprétation est d’ailleurs confirmée par toutes les
explications ultérieures de Kant. Les jugements analytiques
« n'ajoutent rien au concept du sujet », ils ne font que « le
décomposer par démembrement en ses concepts partiels »;
tandis que les jugements synthétiques « ajoutent au concept
du sujet un prédicat... qui n’aurait pu en étre tiré par aucun
démembrement » (B. 11). C’est ce que Kant montre (ou croit
montrer) par les exemples suivants : Le jugement « Tous les
corps sont étendus » est analytique, parce qu’il n’est pas
besoin de « sortir » du concept de corps, il suffit de le décom-
poser pour y trouver l'attribut « étendu ». Le jugement « Tous
les corps sont lourds » est synthétique, parce que « le prédicat

1. Commentar zu Kanl's Kvitik der reinen Vernunft,l, 28%. Par 1a méme,
le savant commentateur de Kant recoanait implicitement linsuffisance
que nous signalons.

2. Kt en effet, les jugements négatifs peuvent se ramener a des juge-
ments alfirmatifs (de méme quantité), en faisant porter la négation sur
le prédicat (sur lequel d’ailleurs elle porte en réalité). Toutefois, nous
devons dire*que Kant n’admet pas cette réduction : il déclare au con-
traire que la négation logique ne porte jamais sur un concept, mais sur
le rapport de deux concepts, c’est-a-dire sur le jugement (B. 602). Dans
cette conception, on doit considérer la proposition universelle négative
comme la négation de la particulitre affirmative, et la particuliere néga-
tive comme la négation de l'universelle affirmalive. Mais alors on n'a
plus le droit de dire, comme Kanf le fait perpétuellement, que dans un
jugement analylique (négalif) « on ne sort pas » du concept du sujet:
car si 'on interpréte « Nul A n’est B », non comme inclusion de non-B

dans A (« Tout A est non-B »), mais comme l'exclusion de A et de B, on
ne trouve pas dans A la raison de cette exclusion. Cf. KorPELmany, op. cif.
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est tout autre chose que ce que je pense dans le simple concept
de corps en général » {B. 11). La pensée de Kant est encore
précisée par un passage de la Logique (§ 36) : « A tout
auquel convient le concept de corps (a-b), convient aussi
Yétendue (&), cest un exemple de jugement analytique. A tout
z auquel convient le concept de corps (@ —+ b}, convient aussi
Patiraction (c), c'est un exemple de jugement synthétique. »
Les lettres par lesquelles Kant a cru devoir représenter les
concepts élémentaires ! prouvent clairement qu'il considéere un
concept comme un assemblage de « eoncepts partiels » qui en
sont les « caractéres essentiels ». Or ¢’est 14 une conception
unilatérale et simpliste de la Logique, qui remonte a Aristote,
que Kant a vraisemblablement héritée de Leibniz, mais qui
n'en est pas moins radicalement fausse. Par conséquent, la
distinetion des jugements analytiques et synthétiques, qui
repose sur elle, n’a pas une valeur générale, et nous verrons
tout & Pheure qu'elle ne s’applique méme pas & tous les exem-
ples que Kant a cités & 'appui. Nous serons donc obligés de
lui substituer une autre définition qui ait une valeur univer-
selle®.

Mais auparavant, il convient de se demander quel est le sens
que Kant attribuait exactement & cette distinction. Elle peut
recevoir, et elle a en effet regu des interprétes deux sens hien
différents : un sens psychologique et un sens logique. Au sens
psychologique, elle porte sur ce que nous pensons, en fait, en
formulant le jugement; an sens logique, elle porte sur le con-
tenu intellectuel du jugement, contenu objectif et indépendant

1. Tant il est vrai que la Logique formelle ne peut dévenir exacte et
précise qu’en employant des symboles.

2. Nous nous abstenons a dessein de discuter la définition « populaire »
des jugements analytiques (comme jugements explicatifs) et des jugements
synthétiques (comme jugements exfensifs), car elle ne ferait qu'embrouiiler
ia question au lieu de Péclaireir. Nous voulong seulement remarquer qu'elle
a été la source d’une foule de paralogismes, qui consistent en somme &
dire que tout jugement qui étend la connaissance, et par suite tout juge-
ment qui constitue vraiment une connaissance, est synthétique. Cetle
opinion concorde avee la coneeption qui, fondant foute la Logique sur le
seul principe d’identité, la considére comme stérile, et comme ne pou-
vant engendrer que d'inutiles tautologies.
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du sujet qui le pense actuellement?!. Beaucoup de commenta-
teurs et de critiques ont soutenu cette thése, que la distinction
des jugements analytiques et synthétiques n’a qu’une porlée
psychojogique : un jugement est synthétique la premisre fois
qu'on le formule, parce qu'on découvre un: prédicat nouveau
d’un sujet déja connu; il deviendra analytique, dés que le nou-
veau prédicat sera incorporé au sujet?. C’est en ce sens qu'on
a pu dire : Le jugement « Les corps sont lourds » peut étre
synthétique pour le vulgaire, et encore pour le géomatre; mais
il est analytique pour le physicien, qui ne peut plus concevoir
les corps sans attraction.

Il semble parfois que Kant entende la distinction dans ce
sens, car il admet que le prédicat soit contenu dans le sujet

« d'une maniére latente » (B. 10), qu’il soit pensé « confusé-
ment » avee le sujet (B. 11; cf. p. 9); ces expressions semblent
se rapporter au caractére psychologique et essentiellement
subjectif de la pensée. Kant dit méme un peu plus loin : « La
question n’est pas de savoir ce que nous devons ajouter parla
pensée au concept donné, mais ce que nous pensons réellement
en lui, ne fit-ce qu’obscurément » (B. 17). Mais il ne faudrait
pas interpréter ces expressions, & la vérité assez ambigusds,
dans un sens psychologique; et le dernier passage cité le
prouve. En effet, quand on le rapporte au contexte, on cons-
tate qu’il signifie exactement ceci : Toute liaison nécessaire
n’est pas analytique; et de ce que nous sommes o0bligés d’unir
tel prédicat a tel sujet, il ne s’ensuit pas qu’il y soil logiguement
contenu 3. Ainsi Kant entend la distinction au sens logique *. 11
dit lui-méme ailleurs : « La différence d’une représentation
confuse et d'une représentation distincte est simplement

1. Cette distinction a été faite avec netteté, dans la question qui nous
occupe, par KoppELMANN, op. cit., et par Rudolf SeypeL : Kants synthetische
Urtheile a priori, insbesondere in der Mathematik, ap. Zeitschrift fir Phi.
losophie u. phil. Kritik, t. 94, p. 1-29 (1888).

2. Cf. TRENDELENBURG, Logische.Untersuchungen, p. 240 sqq.

3. Cf. Vamminger, Commentar, 1, 30%.

4. Prolégomeénes, § 2 a : « Quelle que soit l'origine des jugements ou
méme leur forme logique, il y a entre eux une dilférence quant au con-
tenu, suivant laguelle ils sont ou simplement explicatifs... ou extensifs... »
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logique, et ne porte pas sur le contenu ». (B. 61). Il est évident
qu’il entend ici par logigue ce que nous entendons par psycho-
logique. Il oppose nettement ce que nous pensons plus ou
moins implicitement dans un concept, et la maniére dont nous
le pensons, & ce quiy est confenu logiquement, que nous le pen-
sions ou non acluellement !, Or c’est la définilion du concept
qui seule détermine son contenu logique. Cest ce qui ressort
avec évidence de ces passages: « Je ne dois pas regarder ce que
je pense réellement dans mon coneépt du triangle (celui-ci
w'est rien de plus que la simple définition)... » (B. 746); et plus
loin : « Cest donc en vain que je philosopherais sur le triangle,
¢’est-b-dire que je le penserais d'une maniére discursive, je ne
pourrais dépasser si peu que ce soil la simple définition... »
{B. 747). C'est donc la définition ‘qui sert de critérium aux
attributs analytiques, et par suite aux jugements analytiques?2.
Pourquoi le jugement « Tous les corps sont étendus » est-il
analytique? C’est que la notion de 1'étendue est contenuve dans
celle de corps, et fait partie de sa définition. Pourquoi le juge-
ment : « Tous les corps sont pesants » est-il synthétique? C'est
gu’on n’a pas besoin du caractére pesant pour définir le corps;
il est complétement défini par d’'autres caractéres, et par suite
celui-la ne peut lui étre attribué qu’aprés coup, synthétigue-
ment {B. 12). On le voit : ce qui distingue les attributs analyti-
ques et synthétiques d’un concept, c’est le fait, purement
logique, qu’ils font ou ne font pas partie de sa définition 3.

i. D'ailleurs, on sait avec quelle rigucur Kant affirme que la logique
est séparée et indépendante de la psychologie (B. 78, et Logique, § I;
Hartenstein, VIII, 14).

2. Cette interprétation est aussi celle de Korprryaxy et de Sevour (opp.
eitt.}. :

3. On peut s’étonner dés lors que Kant considére comme analytique le
jugement : « L'r est jaune », et comme synthétique le jugement : « L'or
a la densité 19,5 ». En effet, des deux caractéres ainsi attribués a Por,
e’est le second qui est le plus essentiel, et qui fait partie de sa définition
chimique. TRENDELENBURG avait déja remarqué que le poids est un attri-
but aussi essentiel des corps, pour le physicién, gué 'étendue peut 1'dtre
pour le géometre (Miinz, Die Grundlagen der Kanl’schen Evkenntnisstheorie.
Halle a. S. 1832).
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PRINCIPE DES JUGEMENTS ANALYTIQUES.

D’autre part, quel est, sclon Kant, le fondement des juge-
ments analyliques? C’est tantot le principe d’identits, tantét le
principe de contradiction, qu'il a tour & tour distingués et
confondus ‘. Dans la Principiorum primorum cognitionis meta-
physicz nova dilucidatio (1738), Kant considérait le principe
d'identité, et non pas le principe de contradiction, comme
le fondement de toutes les vérités, tant négatives qu'affirma-
tives, sous cetle double forme : Ce qui est, est; ce qui n'est pas,
n'est pas. Dans 1'Untersuchung iiber die Deutlichkeit der Grund-
satze der natirlichen Theologie und der Moral, 111, § 8 (1764),
Kant considérait le principe d’identité comme le fondement
des jugements affirmatifs, et le principe de contradiction
comme le fondement des jugements négatifs, et taxait méme
d’erreur ceux qui considérent le second comme le principe
unique de toutes les vérités. Dans la Critigue, il n’admet plus
qu'un « principe supréme de tous les jugements analytiques »,
c’est le principe de conlradiction, qu’il formule comme suit :
« A aucune chose ne convient un prédicat qui lui contredit » 2,
et il déclare expressément que, « quand un jugement est ana-
lytique, qu’il soit négatif ou affirmatif, sa vérité doit toujours
pouvoir étre suffisamment reconnue d'aprés le principe de
contradiction » (B. 190). A vrai dire, on ne voit pas bien com-
ment ce principe tout négatif peut servir de fondement 3 tous
les jugements analytiques, « tant affirmatifs que négatifs ».
Le type du jugement analytique affirmatif est, nous I’avons
vu : « ab est a ». Or le principe de contradiction, tel que Kant
le formule, nous interdit d’attribuer au sujet ab le prédicat
non-a, ou le prédicat non-b; mais il ne nous dit nullement quel
prédicat nous pouvons ou devons lui attribuer.

1. Cf. StecksLvacuEmr, Die formale Logik Kanfs in ihren Besichungen
swr transcendentalen (Breslau, 1819).

2. Cette formule n’est pas la plus simple possible. De ad 9-b on déduit :
ab o A, par exemple en multipliant les deux membres par b :le premier
reste ab, le second devient : b-6 = . C’est cette dernitre formule qui est

le véritable principe de contradiction, dont celle de Kant n'est, on- le
voit, cu’une conséquence.
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Dans les Prolégomeénes (§ 2, b), Kant explique sa pensée :
« Comme le prédicat d'un jugement analytique affirmatif est
déja pensé auparavant dans le concept du sujet, il ne peut étre
nié de ce sujet sans contradiction !... » Qu’est-ce & dire? Il ne
s'agit pas de le nier, mais de l'affirmer; or s le principe de
contradiction nous interdit de le nier, il ne nous commande
pas de I'affirmer, & moins que « ne pas nier » ne soit synonyme
& « affirmer » % Kant continue : « de méme son contraire est
nécessairement nié du sujet dans un jugement analylique
mais négalif, et cela encore en conséquence du principe de
contradiction ». Geci est juste, mais cela prouve seulement
que le principe de contradiction est le fondement des jugements
analytiques négatifs. 11 faut chercher ailleurs celui des juge-
ments analytiques affirmatifs, probablement dans le prin-
cipe d'identité. Enfin, dans sa Logique, Introduction, § VII (1806),
Kant admet trois principes logiques : le principe didentité ou
de contradiction, fondement des jugements problématiques; le
principe de raison suffisante, fondement des jugements asser-
toriques; et le principe du tiers exclu, fondement des jugements
apodictiques. Ainsi il considérait alors le principe de raison
comme analytique, tandis que dans les Prolégoménes, § 4 11783),
il le qualifie de synthétique. Il est difficile, il faut l'avouer, de
varier plus souvent et plus complétement sur une question
aussi fondamentale.

11 est probable que dans la Critigue Kant identifiait le prin-
cipe d'identité au principe de contradiction : dailleurs, il
confond assez souvent les jugements analytiques avec les
jugements identiques, et les appelle du méme nom 3. Les

1. Cf. Critique de la Raison pure, B.190.

2. Kant dit, de méme, dans la Crifigue (B. 496-191) : « Le concept [con-
tenu dans le sujet] doit nécessairement en étre affirmé, pour cette raison
que le contraire serait contradictoire au sujet. » Cela suppose que l'on
doil nécessairement affirmer d’un sujet quelconque Pun ou Vautre des
deux concepts contradictoires, c¢’est-d-dire cela suppose le principe du
milieu exclu : « z esl @ ou non-a ». Or c'ést 1a un troisieme principe
logique indépendant des deux autres.

3. Dans la Logique, §§ 36, 37, il appelle les uns et les autres des juge-
ments analytiques : les uns implicilement, les aulres explicitement (dans
ce dernier cas, ils sont dits Zaufologiques). Dans la Critique (A. 594), il
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jugements analytiques seraient des jugements virtuellement
identiques, et c'est sans doute 1a ce qu’il voulait dire quand il
parlait de prédicats contenus d’une maniére « latente », « con-
fuse » ou « obscure » dans le sujet. Mais le principe d’identité
ne justifie que les jugements identiques, et non les jugements
analytiques. Jamais de la formule : « a est a » on ne pourra
déduire la formule : « ab est @ », pour cette raison bien simple
que celle-ci contient une opération ou combinaison (la multi-
plication logique) qui ne figure pas dans le principe d'identité-
C'est pourquoi la logique moderne se voit obligée d’admettire
le principe de simplification (ab est @) & coté duprincipe d'iden-
tité et indépendamment de lui. Il semble que cette objection
ne soit qu’une chicane; mais elle a plus de portée qu'on ne
pense. Elle prouve, en somme, la fausseté de la conception
traditionnelle de la Logique formelle, suivant laquelle celle-ci
reposait tout entiére sur un seul principe, le principe d’iden-
tité; d’on I'on concluait aussitdt que cette Logique est abso-
lument stérile, parce qu’elle ne permet que de passer du méme
au méme, et ne justifie que de vaines tautologies.

Ainsi, si nous voulons interpréter équitablement la doctrine
de Kant en la rectifiant & la lumiere de la Logique moderne, il
faudra dire que le fondement des jugements analytiques est
le principe de simplification. Mais cette formule est trop étroite.
En effet, lorsque Kant dit que « tous les raisonnements des
mathématiciens s’effectuent d'aprés le principe de contradie-
tion » (B. 14), il veut dire, au fond, qu'ils s'effectuent suivant
les régles de la Logique. Or nous savons aujourd'hui que la
Logique formelle ne peut se constituer sans une vingtaine de
principes indépendants. Quels que soient au surplus leur
nombre et leur énoncé, nous devrons, pour interpréter Kant
dans le sens le plas large et le plus favorable, substituer
I'expression « les principes de la Logique » &'son expression

appelle au contraire identigues les jugements analytiques (VAIHINGER, I,
257). Enfin, dans les opuscules Fortschritie et Entdeckung, il ne veut pas
qu'on appelle « identiques » les jugements analytiques, parce que ceux-ci
ne deviennent évidents que par la décomposition du sujet.
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« le principe de coniradiction ». Et par conségueni nous
devrons dire que les jugements analytiques sont ceux qui
reposent uniquement sur les principes de la Logique.

Cette formule n’est pas encore suffisante, et il nous faut la
compléter, en nous inspirant des explications de Kant lui-
méme. En elfet, les principes de la Logique sont essentiellement
formels, done vides de tout conlenu. Pour effectuer un raison-
nement quelcongue, il faut les appliquer & une matizre. Cetle
matiére ne peut s'introduire dans un systéme logique que sous
forme de définitions. Il est évident, en effet, que I'on ne peut
raisonner sur des lermes que s'ils sont préalablement définis.
Nous avons vu plus haut que, selon Kant lni-méme, le crité-
rium des jugements analytiques et synthétiques réside en
somme dans les définitions. Tout ce qui est contenu dans la
définition d’'un concept ou s'en déduit logiquement en est un
caractére analytique; tout ce qui s’y ajoute, fut-ce en vertu
d’une nécessité extra-logique, est un caractére synthétique. Il
faut done dire, pour conserver autant que possible Pesprit,
sinon la lettre de la doetrine kantienne : un jugement est ana-
lytique, lorsqu'il peut se déduire uniquement des définitions et
des principes de la Logique ®. Il est synthétique, si sa démons-
tration {ou sa vérificalion) suppose d'autres données que les
principes logiques et les délinitions.

DEFINITIONS ANALYTIQUES ET SYNTOETIGUES.

On pourrait nous ocbjecter la distinetion que Kant établit
entre les définitions analytiques et les définitions synthétiques.
Cette distinction, indiquée en passant dans la Crilique de la

1. Cette définition du jugement analytique a été proposéc par G. Hey-
mMaNS, ap. Zeilschrift fir Philosophie u. phil. Kritik, t. XCY], p. 161-172
(1889). Eile se trouve déja dans Freee, Grundlagen der Arithmelil, § 3
{1884). Ce derpier ouvrage est, de beaucoup, celui oit la théerie kantienne
de VArithméliquea été discutée avec le plus de force et de profondeur, et
celni gui nous a le plus servi dans le présent travail. Or ¢’est aussi le seul
que les biblingraphies relatives & Kanl ne mentionnent pas. Vanilé des
bibliographies!
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Raison pure *, se trouve formulée. didactiquement dans la
Logique, § 100; mais elle remonte a la période antécritique,
et elle est surtout développée dans U'Untersuchung iber die
Deuilichkeit der Grundsitze der natirlichen Theologie und der
Moral (1764) dont elle constitue, semble-t-il, I'idée directrice.
Une définition analytique est celle d’'un concept donné; une
définition analytique est celle d’un concept fabriqué ®. On
comprend l'origine de ces deux expressions : une définition
analytique consisle & décomposer un concept préalablement
existant; une définition synthétique, au contraire, compose
le concept et le forme de toutes pidces. Or, d’aprés la Logique
(8§ 102, 108), les concepts empiriques ne peuvent étre définis
synthétiquement; les définitions synthétiques ne peuvent donc
s’appliquer qu’a des concepls formés a priori, donc arbitrai-
rement : mais les concepts arbitrairement formés sont les
concepis mathématiques. Ainsi toutes les définitions mathé-
matiques sont essentiellement sjnthétiques.

On pourrait discuter an point de vue historique la valeur de
cetle distinction, qui date d’'une époque o Kant était & peu
prés empiriste. En effet, cette distinction, dans I’opuscule
de 1764, est tout & fail « tendancieuse » : elle est destinée a
opposer entre elles la mathématique et la philosophie au point
de vue de leur méthode et de leur certitude; et elle aboutit &
cette conséquence, qu’ « on doit procéder analytiquement en
métaphysique, car le réle de celle-ci est d'amalyser des con-
naissances confuses ». Cette théese parait toute contraire a la
doctrine criticiste, suivant laquelle les jugements métaphy-
siques scraient synthétiqaes, tout comme les jugements mathé-
matiques. Il n’en est pas moins remarquable qu'elle se trouve
dans cet opuscule en connexion avec quelques-unes des propo-

4. Les définitions philosophiques sont analytiques, parce qu'elles expo-
sent un concept donné; les définitions mathématiques sont synthétiques,
parce qu’elles construisent un concept (B. 758). Celle- distinclion cadre
d’ailleurs assez mal avec la thése que soulient Kant dans le méme pas-
sage, & savoir que la mathématique seule a des définitions, mais ce n’est,
14 sans doute qu’une question de mots.

2. Nous évilons de dire: « construit », pourne pas produire d’équi-
voque avec le sens spécial que Kant altribue a ce mot.
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sitions de la Méthodologie transcendentale, & savoir : que la
mathématique commence par les définitions, tandis que la
philosophie finit par elles; que les mathémaltiques considérent
le général dans le particulier, et raisonnent sur les signes
in concrelo, ce qui les préserve de lerreur; que la certitude
philosophique est d’une autre nature que la certitude mathé-
matique, et que rien n'est plus funeste & la métaphysique que
Iexemple de la mathématique, c’est-a-dire I'imitation de la
méthode de celle-ci. Il ne suffit donc pas de constater que la
distinction en question date de la période antécritique pour
pouvoir conclure qu'elle n’est pas conforme 2 la pure doctrine
criticiste.

Une autre remarque s'impose : dans- 'opuscule de 1764,
Kant considére les concepts mathématiques comme ceux qui
sont fabriqués @ priori et arbitrairement; en d’autres termes,
il définit la mathématique comme la science qui fabrique
a priori ses objets. Or c’est la une conception différente de
celle qu'on trouve dans la Critigue, o la mathématique est
définie : la connaissance rationnelle par construction de
concepts. Dans le premier cas, la méthode mathématique peut
s'appliquer a tous les concepts arbitrairement formés; dans le
second cas, elle ne s’applique qu'aux concepts constructibles,
Cest-a-dire représentables dans lintvition *. Cette différence
est ou peut étre de grande conséquence : gu'esl-ce qui prouve,
en effet, que 1a métaphysique ne puisse pas, elle aussi, fabri-
quer ses concepts a priori, et par suite employer la méthode
dite mathématique? Ce qui dans la Critique caractérise les
concepts mathématiques, ce n’est pas qu’ils sont synthétiques,
mais bien qu’ils sont intuitifs; or il n’est pas queslion d'intui-
tion dans Lopuscule de 1763 . Bref, il n’y a rien la qui puisse
justifier la distinction absolue de la mathématique et de
la philosophie, telle quelle se trouve dans la Critigue,

1. On voil pourquoi nous avons tenu a distinguer avec grand soin les
expressions « construire » et « fabriquer ».

2. C’est seulement en 1768, comme on sait, que Kant a « découvert » que
les jugements mathématiques reposent sur Yintuiiion : Von dem ersten
Grunde des Unterschiedes der Gegenden im Raume.
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puisque c’est 'intuition qui y différencie les jugements mathé-
matiques des jugements métaphysiques, les uns et les autres
étant également synthétiques a priori.

Mais ce ne sont la que des difficultés accessoires. L’objection
capitale est celle-ci : De ce que les définitions mathématiques
sont synthétiques et les définitions métaphysiques analytiques,
s'ensuit-il que les jugements mathématiques soient synthé-
tiques? Pas plus qu'il ne s’ensuit que les jugements métaphy-
siques soient analytiques. En effet, les caractéres Qanalytique et
de synthétique sont attribués, dans le premier cas aux concepts,
et dans le second cas aux propositions. 11 v a la en réalité
deux sens différents de ces mots; et si I'on pouvait lirer une
conséquence de 'un a lautre, ce serait la contraire de celle
que Kant parait en tirer. En effet, de ce que les concepts mathé-
matiques sont fabriqués a priori et n’existent que par leur
définition méme, il résulte que Yesprit sait d’avance tout ce
qu’il y a mis, et ne peut plus porter sur eux que des jugements
analytiques; an contraire, si les concepts métaphysiques sont
donnés tout faits en quelque sorte, et si leur analyse est si
difficile et presque toujours incomplate, il est. bien probable
que les jugements qu'on porle sur eux sont synthétiques. En
résumé, les concepts synthétiques semblent devoir donner lieu
4 des jugements analytiques, et les concepts analytiques a des
Jugements synthétiques . Nous ne disons pas que cette conclu~
sion soit logiquement justifiée, mais seulement qu'elle est
"beaucoup plus plausible que la conclusion contraire, el que par
conséquent on ne peut point inférer du caractére synthétique
des définitions mathématiques le caractére synthétique des
Jugements mathématiques 2. :

1. M. Varmmveer conjecture méme que telle a été & un moment donné la
pensée de Kant (I, 273). Nous n’allons pas si loin, et en tout cas nous
n’avons pas besoin de cette hypothese historique. :

2. Cette confusion a été déja dénoncée par M. Vamncer et par Koprgr-
MANN (op. cit.). Richard Manwo soutient avec raison qu’un jugement qui
dérive logiquement d’une définition est analylique, alors méme que cette
définition repose (comme toutes les définitions mathématiques) sur une
synthése arbitraire : Wesen und Bedeutung der Synihesis in Kants Philo-
sophie, ap. Zeitschrift fir Philosophie, t. 9% (1888).

Coururar. — Les principos des mathématiques. 17
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Que si nous consultons, non plus Popinion de Kant, mais
T'usage des mathématiciens, nous constatons que toutes les
définitions mathématiques sont purement nominules. Elles
consistent & déterminer le sens d’un terme nouveau et supposé
inconnu en fonction des termes anciens dont le sens est déja
connu {soit qu'on les ait précédemment définis, soit qu'on les
considere comme indéfinissables). Plus rigourcusement encore,
dans le style de la Logique mathémalique, une définition est
une égalité logique (une identité) dont le premier membre est
un signe nouveau qui n'a pas encore de sens, et dont le second
membre, composé de signes connus (et par conséquent ne
contenant pas le signe & définir}, détermine le sens du signe en
question. Une définition n'est pas une proposition, car elle n'est
ni vraie ni fausse; on ne peut ni la démontrer ni la réfuter;
c’est une convention qui porte uniquement sur emploi d'un
signe simple substitué & un ensemble de signes. Sans doute,
une fois celte convention admise, elle devient une proposition,
en ce sens qu'on l'invoque pour substituer un membre &
P'autre dans les déductions ullérieures (autrement, & quoi ser-
virait-elle?); mais ¢’est une proposilion idenlique, puisque non
seulement le premier membre n'a pas d'autre sens que le
second, mais qu'il n’a de sens que par le second. Il y a plus:
cette proposition identique ne peut étre considérée & aucun
degré comme un principe de démonstration, attendu que toutes
Ies déductions qu’on en tire consistent & substituer le défini au
définissant !, ou inversement; on pourrait done effectuer les
mémes déductions {d’'une manitre plus longue et plus com-
pliquée sculement) en se passant entierement de la définition,
et en remplagant partout le défini par le définissant. En
résumé, une définition n’est ni une vérité ni une source de
vérités; elle ne fait pas partie de I'enchainement logique des
proposilions, elle n'en est qu’un auxiliaire commode, un moyen
d’abréviation. Par conséquent, pen importe qu'on l'appelle

1. Nous disons « définissant » et non pas o définition », puisque,
comme nous venons de le dire, la « définition » est proprement I'égalité
logique du « définissant » et du défini.
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analytique ou synthétique (c’est une question de mots), sa
nature et sa forme ne peuvent influer en aucune maniére sur
le caractére analytique ou synthétique des propositions qu’on
en déduit, ou plutdt qu'on déduit par son moyen. Et dans tous
les cas, dans la mesure ou une définition joue le role d'une
proposition, ce n’est et ne peut étre jamais qu’une proposition
identique 1.

*
* ¥

Ces principes un fois établis, nous allons rechercher si les
principes et les démonstrations des Mathématiques sont vrai-
ment synthétiques. Toutefois, il importe d’observer que I'opi-
nion de Kant parait avoir varié¢ au sujet des démonstrations.
Dans la Méthodologie transcendentale, nous I'avons vu, il soutient
que la mathématique seule a des démonstrations, c'est-a-dire
des preuves apodictiques, en tant gu'intuitives : et il refuse le
nom de démonstration aux déductions purement logiques
(analytiques) tirées des seuls concepls. Au contraire, dans les
Prolégoménes (§ 2 c) et dans 1'Introduction de la Critique
(B. 44), il déclare que « les raisonnements mathématiques
procédent fous suivant le principe de contradiction (ce gu'exige
la nature de toute certitude apodictique) ». 1L est dilficile de ne
pas trouver 1& une contradiction. Mais il est aisé de voir que
dans ce dernier passage il fait une conzession imprudente &
ceux qui soutiennent que les jugements mathématiques sont
analytiques, et c’est la Méthodologie qui contient sa véritable
pensée, sa doctrine réfléchie et systématique.

QUELLES SONT LES MATBEMATIQUES PURES?

Il 'y a une autre question préliminaire, plus difficile a
résoudre : c’est de savoir quelles sont les sciences que Kant a

1. Cette théorie de la définition mathématique a 61é exposée avee beau-
coup de rigueur par Frece, Grundlagen der Arithmelik (1884), et Grund-
gesetze der Arithmetik, t. 1, § 27 (4893), t. II, § 55-67 (1903). Elle a été
aussi formulée et appliquée par M. Peaxo dans son Formulaire de Mathé-
matiques. Cf. PEANo, Les définitions mathématiques, et BuraLi-Fomrti, Sur
les différentes méthodes logiques pour la définition du nombre réel, ap.
Bibliothéque du Congrés de Philosophie, t. HI.
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considérées comme faisant partie de la Mathématique pure, et
quel est leur rapport aux deux formes @ priori de la sensibilité
qui en sont selon lui le fondement. La pensée de Kant est sin-
gulierement flottante sur ces deux points, pourtant essentiels.
Dans la Dissertatio de 1770, l'espace était I'objet de la Géomé-
trie, le temps celui de la Mécanique pure; et ces deux sciences
faisaient partie de la Mathématique pure. Quant an nombre,
c’élait un « concept intellectuel », qui se réalisait in concreto
an moyen de l’espace et du temps?. Dans I'Esthétique trans-
cendentale, 'espace est le fondement des vérités géométriques,
mais on ne dit pas de quelle science le temps est le fondement;
les principes apodictiques fondés sur cette forme a priori sont
les suivants : « le temps n’a qu'une dimension; des temps dif-
férents ne sont pas simultanés, mais successifs » (§ 4, 3). Tels
sont les « axiomes du temps » selon la 4*¢ édilion de la Cri-
tique; ils n'ont, comme on voit, rien de commun avec les
axiomes de DPArithmétique. Dans I’ « explication transcen-
dentale » ajoutée & la 2° édition (§ B), Kant est un peu plus
explicite : le temps fonde la possibilité de tout changement, en
particulier du mouvement (changement de lieu), et par suite
de « la seience générale du mouvement, qui n’est pas peu
féconde », et qui est déclarée étre une connaissance synthé-
tique a priori. Cette conception est d’ailleurs conforme 4 la
these soutenue par Kant au sujet du principe de contradiction,
a savoir que ce principe devient synthétique dés qu’on y intro-
duit la notion de temps en D’énongant comme suit : « Il est
impossible qu’une chese soit et ne soit pas en méme temps »
(A. 182, B. 191)2. Mais elle s’accorde mal avec ce que Kant

1. « Hitc MatHESIS PURA spalium considerat in Geomermia, lempus in
MEcHARICS pura. Accedit hisce conceptus quidam, in se quidem intellec-
tualis, sed cujus tamen actualio in concreto exigit opitulantes notiones
temporis et spalii {successive addendo plura et juxta se simul ponendo},
qui est conceptus numeri, quem traclat ARITHMETICA. » De mundi sensibilis
et intelligibilis forma et principiis, § 12. Gf. R. ‘SEYDEL, Kants synthetische
Urtheile a priovi, insbesondere in der Mathematik, ap. Zeitschrift [ér
Philosophie, t. 9% (1888}; E. Fixk, Kant als Mathematiker, Tn.-Dissertalion
{Erlangen, 1§89). . )

2. Cf. Esthétique transe., § 5 : « Nur in der Zeit kinneun beide contra-
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déclare dans I'Esthétique transcendentale (§ 7), & savoir que le
concept du mouvement est empirique, parce qu’il présuppose
la perception de quelque chose de mobile (A. 41, B. 58). Kant
y insiste méme : il affirme que « dans:l'espace considéré en
lui-méme il n’y a rien de mobile », que le mobile ne peut étre
trouvé dans I'espace que par 'expérience, et par suite est une
donnée empirique. Méme le concept de changement ne peut
“étre une donnée a priori de 'lsthétique transcendentale, car
le temps lui-méme ne change pas, ¢’est le contenu du temps
qui change. On se demande alors.ce que devient, dans cette
théorie, la « science générale du mouvement » que Kant con-
sidérait un peu plus hant comme pure et a prior: !

La pensée de' Kant parait se préciser et se fixer dans la
théorie du schématisme, ol, comme on sait, le nombre est
présenté comme un schéme (le schéme de la grandeur), ¢’est-a-
dire comme une détermination a-priori de I'intuition du temps
(et non de I'espace). Mais, si Pon consulte Ta Méthodologie
transcendentale, on trouve que le nombre se rapporte & la fois
ou indifféremment & 1’espace et au temps (A. 724, B. 732). Dans
les Prolégoménes (§ 10), deux ans seulement apres I'apparition
de la Critigue, Kant détermine ainsi les rapports des sciences
mathématiques aux intuitions a priori : « La Géométrie prend
pour base l'intuition pure de ’espace. L’Arithmétique produit
elle-méme ses concepls de nombre dans le temps par l'addi-
tion successive des unités; mais surtout la Mécanique pure ne
peut produire ses concepts de mouvement qu’au moyen de la
représentation du temps. » Les mots « mais surtout » trahis-
sent ’embarras de Kant et ses hésitations? Dans la Préfuce
des Premiers Principes métaphysiques de la Science de la Nature
(1786), il soutient que « la mathématique n’est pas applicable

dictorisch entgegengesetzte Bestimmungen in einem Dinge, namlich nach
einander, anzutreffen sein. »

t. En outre, si Kant n’admet méme pas une Mécanique ou au moins
une Cinématique pure, on se demande comment il peut admettre une
Physique pure, qui présuppose bien plus encore le concept de matigre.
. 2. Remarque déja faite par Micuaceuis, Ueber Kanis Zahlbegriff, Pro-
gramme, Berlin, 1884.



254 LA PHILOSOPHIE DES MATHEMATIQUES DE KANT

aux phénoménes du sens interne et & leurs lois », parce que
« cette extension de la connaissance, comparée a celle que la
mathématique procure a la théorie des corps, serait & peu
prés ce qu’est la théorie des propriétés de la ligne droite & la
géométrie tout entitre; car lintuition pure interne... est le
temps, qui n'a qu'une seule dimension?! ». Ainsi la mathéma-
tique du temps n’existe pour ainsi dire pas, ou se réduit & trés
peu de chose, & ce ‘que Kant appelle (ibid.) « la loi de continuilé
dans ’écoulement des modifications du sens interne ». On voit
qu'il n'est pas question ici d’Arithmétique, et encore moins de
Mécanique. A travers toutes ces fluctuations, il n’y a qu’un point
fixe : c'est la correspondance de la Géométrie a 1'espace. Mais
Kant hésite sur la science dont le temps est le fondement®.
Celle-ci est tantot UArithmétique, conformément & la théorie du
schématisme, et tantst la Mécanique, conformément au bon sens.
Mais bientot Kant s’apergoit que la Mécanique repose sur es-
pace aussi bien que sur le temps, ou bien qu'elle implique une
donnée empirique (la matiére, sujet du mouvement), et alors il
revient & la conception de PArithmétique comme science pure
du temps, bien qu’elle ne le satisfasse pas®. Mais il y est en
quelque sorte aceulé par la logique.de son systémes. Quoi
qu'il en soit, nous nous en tiendrons & la division indiquée
dans I'Jniroduction : nous ne considérerons comme mathéma-
tiques pures que DArithmétique (avec ’Algébre et 'Analyse)
d'une part, et la Géométrie d’autre part; et nous examinerons
tour & tour les propositions de ces deux sciences pour recher-
cher leur caractére synthétique ou analytique.

i. Ed. Hartenstein, IV, 361.

2. On a déja remarqué que la théorie de Kant sur Arithmétique n’est
pas indépendante, gu'ellea &té dominée et viciée par des préoccupations
systématiques et par la fausse analogie de 1z Géométrie : MicHABLIS,
op. cit.; W. Brix, Das malh. Zahlbegriff und seine Entwicklungsformen,
ap. Philos. Studien, t. Vet VI (1890-4891); chap. 1, § 1.

3. Beaucoup de Kantiens ont eu moins de scrupules sur ce point, et sir
W. R. Haureron n’a pas craint de considérer PAlgébre comme la science
du temps pur (Essay on Algebra as the Science of pure Time, 1833).

4. Comme V'a fort bien remarqué MicuaELIS, op. cit.
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LES JUGEMENTS ARITHMETIQUES SONT-ILS SYNTHETIQUES?

Comme Kant ne prouve sa thése que par des exemples, nous
sommes obligé de discuter ses propres exemples. Raisonnant
sur I'égalité particuli¢re 7+ 5 =12, il affirme que « le concept
de la somme de 7 et de 5 ne contient rien de plus que la réu-
nion des deux nombres en un seul », que celte réunion n'im-
plique nullement la pensée de ce nombre unique; qu'on peut
analyser tant qu'on veut le concept de cette somme sans y
trouver le nombre 12; et qu’il faut pour cela « sortir » de ce
concept et recourir & l'intuition, par exemple en comptant sur
ses doigts (B. 15). Ce sont la autant d’affirmations gratuites,
qui ne seraient justifiées que dans une conception grossiére-
ment empiriste de I'Arithmétique?. Tout au contraire, le con-
cept de la somme de 7 et de 5, par cela méme qu'il implique
la réunion des deux nombres (ou, plus exactement, de leurs
unités) en un seul nombre, contient ce nombre méme, attendu
que celui-ci est délerminé par la d’une maniére univoque;
entre 7T+ 8 et 12 il y a, non seulement égalité, mais identité
absolue®. Gette proposition résulte done, d'une part, du prin-
cipe d'identité, d’autre part, de la définition de la somme et
des nombres 7 et 3, et par conséquent elle est analytique s, 11

1. Il importe de remarquer que Kant prend pour exemple une vérité
arithmétique particulidre (ou mieux : singuliére) pour laquelle sa thase
parait plus plausible. Or on pourrait supposer que sa thése peut étre
vraie pour les propositions singuli¢res, mais qu’elle est fausse pour les
propositions générales qui constituent proprement les théorémes de la
science des nombres. C’est pour ceux-ci que Kant aurait du justifier sa
thzse. Mais peut-étre les considérait-il (3 tort) comme des théorzmes
d’'Algébre. Dans ce cas, nous renvoyons le lecteur 3 ce que nous disons
plus loin de 'Algébre.

2. C’est ce qu’ont déja soutenu Zrwmermany, Ueber Kanl's mathematischer
Vorurtheil und dessen Folgen, ap. Sitzungsberichte der k. Akademie der
Wissenschaflen zu VWien, philoes.-hist. Klasse, séance du 11 janv. 1871
(t. 67, p. 1-48), et R. SexnerL, Kants synthetische Urtheile a priori, insbesondere
in der Mathematik, ap. Zeitschrift fir Philosophie, t. 9% (1888},

3. Voici d’ailleurs la démonstration {ormelle de cette proposition :

Définitions :

2=1-41,3=2-41,4=344,5=441,6=541,T=6]1,
8§=T41,9=8+4+1,40=9+41,11=10 4, 12==14 }- 1. (Tournez)
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n’est pas besoin de recourir & aucune intuition, que ce soit celle
des doigts de la main, de jetons ou de cailloux, pour démon-
trer en toute rigueur ceite proposition!. Kant prétend que le
caractére synthétique des vérités arithmétiques apparait encore
mieux lorsqu’il s’agit de nombres élevés (B. 16). Mais cet argu-
ment se retourne conire lui. Bn effet, il est pratiquement
impossible d’avoir l'intuition précise et compléte de nombres
de Pordre des millions, et jamais on ne pourrait les maaijer ni
les calculer exactement s'il fallait recourir & I'intuition. Ge qui
est vrai des grands nombres I'est aussi des plus petits, et par
conséquent ce n'est pas lintuition, mais le raisonnement, qui
nous permet d'affirmer que 2 et 2 font 4.

Telle n’est pas I'opinion de Kant, qui considére au contraire
toutes les vérités arithmétiques singuliéres de ce genre comme
des propositions « immédiatement certaines », « évidentes » el
« indémontrables » (B. 204-203). Il en résulte cette consé-
quence fort choguante, qu'on devrait admettre une infinité
d’axiomes, puisque de telles vérités sont en nombre infiniZ.

En vertu de la définition de la somme, on a :

a4+ =(a+b+1.

Donec :
TH8=T4 -+ )={T+H+1.
T+i=1+@+0={(1+3) +1.
7+3=.'1+(2=,-1 y=({1-+2)+1.

or: +2=1+0U+H=0+1D+1L

T44=8.

Done :
THe={T411+1= 841="6.
Td-83 =(T+ 2+ 1= 9-+41=10.
T b={(T43)1 =101 =14,

T+ 5=(T44)+41=4l-F1=12.
C.q.f. d.

On remarquera que nous avons constamment procuié par substitution
de termes égaux, c'est-a-dire zdenhques, de sorte que notre démounstration
est plus simple et plus anal‘;lzque gu'aucun syllogisme.

1. J. PouMeRr (Zur Abwehr einiger Angrijfe au/‘ Kant's Lehre von der syn-
thetischen Natur wmathematischer Urtheile) invoque les procédés péda-
gogiques de Pécole primaire. Cet argument sé retourne contre Ini : car &
Pécole primaire aussi on invoque Vintuition pour établir la loi commu-
tative de la multiplication (au moyen d’un tableau). Or on peut (quoi
gu'en dise cet auteur) démontrer Ioglgu;ment la loi commutative, sans
appel & intuition, de méme qu’on démontre logiquement 7 4 §=12.

2. Remargue faite par W. Brix, op. cit., ch. nr, §3.



LES JUGEMENTS ARITHMETIQUES SONT-ILS SYNTHETIQUES? 257

Kant a apercu la difficulté, et il s'en tire en appelant ces
. vérités, non pas des axiomes, mais des « formules numéri-
ques », parce qu’elles ne sont pas générales (comme les axiomes
de la Géométrie), Quel que soit le nom qu’il leur donne, il n’en
est 'pas moins vrai qu'il admet une infinité de propositions
premiéres synthétiques et irréductibles, ce qui est peu con-
forme a l'idée d’une science rationnelle. Mais alors, comment
se fait-il qu’on ait besoin du calcul, et parfois méme de longs
calculs, pour les découvrir ou les démontrer? Si les vérités
arithmétiques étaient réellement intuitives, il ne serait pas si
difficile de s’assurer qu'un nombre donné est premier, ou de
vérifier (je ne dis pas : de démontrer) le fameux théoréme de
Goldbach : « Tout nombre pair est la somme de deux nombres
premiers ». En réalité, il y a 1a une erreur fondamentale sur la.
nature des vérités arithmétiques singulieres, qui sont toutes
démontrables; les seules vérités primitives ou indémontrables
de ’Arithmétique sont des propositions générales ou axiomes,
dont précisément Kant ne s'occupe pas.

Il ne suffit pas de réfuter une erreur, dit-on souvent, il faut
I'expliquer. Celle de Kant s’explique par sa conception étroite
et simpliste de la Logiqne*. Il dit, dans le dernier passage
cité : « Nous pourrions tourner et retourner nos concepts tant
que nous voulons, nous n’arriverions jamais & trouver la sommme
par la simple décomposition de nos concepts... » (B. 16). Mais
qui nous dit que tous les concepts sont « composés » de con-
cepts partiels, de telle sorte qu'il suffise de les « décomposer »
pour découvrir toutes leurs propriétés? C'est 1a une hypothése
gratuite de la vieille Logique, qui peut s’appliquer & certains
concepts empiriques, mais qui précisément ne s'applique pas

1. Cette conception se manifeste déja dans 'opuscule sur Les Quantités
négatives (1163) par la distinction des raisons logiques, conséquences du
principe d'identité, et des raisons réelles, dont Kant donne un exemple
dans cetfe phrase : « Vous pouvez analyser tant que vous voudrez le con-
cept de la volenté divine, vous n’y trouverez jamais un monde existant,
comme s'il élait contenu en elle et posé par clle en vertu de I'identité »
(Ed. Hart., II, 104). On remarguera l'analogie formelle de cette phrase
avec celles de la Critique o1 il est question de jugemenis synthétiques
(B. 18; B. T44, etc.).
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aux concepts mathématiques!. La méme exigence presque
naive se manifeste dans un autre passage : « Je ne pense le
nombre 12 ni dans la représentation de 7, ni dans celle de 5,
ni dans la représentation de la réunion (Zusammensetzung) des
deux » (B. 203). Que le concept de 12 ne soit contenu ni dans 7,
ni dans 3, cela est trop évident; mais qu’il ne soit pas contenu
-dans la « réunion » de 7 et de B, cela est justement la ques-
tion : et cela dépend de ce qu’on entendra par « réunion ».
Kant a si bien senti la faiblesse de cet argument, qu'il sjoute
une parenthése ot il parait faire une distinction subtile entre
« réunion » el « addilion » : « Que je doive penser le nombre 412
dans Uaddition des deuz, il n’en est pas question ici » (il nous
semble, au contraire, que c’est bien Ja la question), « car dans
un jugement analytique il s’agit seulement de savoir si je pense
réellement le prédicat dans la représentation du sujet. » On
croirait, au premier abord, que Kant se réfugie ici dans une
considération d’ordre psychologique, en distinguant ce qu’on
doit penser et ce qu'on pense réellement : & quoi I'on répon-
drait que, s'il ne pense pas réellement le prédicat dans la
représentation du sujet, c’est qu’il ne se représente pas réelle-
ment celui-ci : il est clair que si I'on se contente d’'une pensée
symbolique {comme disait Leibniz), c'est-a-dire de la repré-
senfation des signes 7, -, 3, on n’aura pas par 13 Vidée du
nombre 12; mais si 'on pense réellement 7 unilés d’une part,
5 unités d’autre part, et quon les pense réellement comme réu-
nies en un seul nombre {ce qui est le sens du signe -}, on pen-
sera par 12 méme nécessairement le nombre 122

1. Si I'on veut voir combien la Logique classique se montre insuffisante
en présence des jugements mathématiques les plus simples, on n’a qu'a
lire 'opuscule déja cité de J. Powuer. On y trouvera cet argument, que
le prédicat, dans 74 5 =12, nest pas 12, mais « égal 4 12 », atiendu que
la copule logique n'est pas « égale », mais « est »; d'oit il suit que la con-
verse de 7--5=12 n'est pas : 12="7-5, mais bien : « Quelque chose
égale & 12 est la somme de 7 et de 5 ». Un pareil commentaire de la thése
kantienne équivaunt A une réfutalion par Pabsarde. CI. W. Reicnarpr, cité
plus bas (p. 268, note 1}.

2, L’argument suivant de Heywaxs semble éire une parodie de celui de
Kant : L'idée de 412 n’est contenue ni dans 7, ni dans 5, ni dans-}-; car
aucune de ces notions ne dit qu’on peut prolonger la suile paturelle des
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Mais tel n’est pas le véritable sens de cette proposition,
eomme le montre son analogie de forme avec une proposition
que nous avons commentée précédemment (B. 17). Elle signifie
en réalité (malgré I'emploi équivoque et irrégulier quée Kant
fail, dans la méme phrase, des termes de « pensée » et de
« représentation ») : « Ce n’est pas en réunissant dans la pensée
les deux concepts de 7 et de 3 que j'obtiens le concept de 12;
C’est en les construisant dans U'intuition, et en réunissant dans
U'intuition les deux collections correspondantes pour en former
une seule. » Mais, d’abord, si Kant admet réellement que les
nombres sont des concepts, ce ne peuvent étre que des concepts
de collections; le nombre 7 est le concept d’une collection
de 7 objets, et ainsi de suite; mais il ne faut pas le confondre
avec une collection parliculiere, de méme qu'en général il
ne faut pas confondre un concept avec l'un quelconque des
objets auxquels il s’applique. Or; si 'Arithmélique porte réelle-
ment sur les concepls de nombres, et non sur des collections
particuliéres (comme des tas de cailloux), 'addition des nom-
bres doit étre une combinaison conceptuelle, et non pas intui-
tive; sans doute, elle peut étre représentée dans lintuilion,
comme les nombres eux-mémes, mais cette opération a une
valeur générale et formelle, elle est indépendante de la nature
des objets qui servent & la représenter, ¢’est done une opéra-
tion idéale, et non intuitive. D’ailleurs, la liaison qu’elle éta-~
blit entre les deux nombres, ou plutdt entre leurs unités, est
de la méme nature que la liaison qui existe entre les unités de
chaque nombre, et qui constitue ce nombre; il serail donc
absurde d’admettre un lien idéal entre les unités constituantes
de chaque nombre, et de n'admetire qu’un lien intuitif entre
les unités respeclives des deux nombres. Si donc on considere
l'addition comme une opération essentiellement intuitive, il
faut soutenir que les nombres eux-mémes n'existent que dans
nombres au dela de 7, et que par conséquent 12 existe (Noch einmal :
analytisch, synthetisch, ap. Zeitschrift fir Philosophie, t. 96,4889). Assuré-

ment : mais celte prolongation indéfinie est « contenue » dans la notion

méme de nombre entier, puisque le principe d’induction fait partie de sa
définition.



260 LA PHILOSOPHIE DES MATHEMATIQUES DE KANT

I'intuition (ce qui est la these des empiristes), et que les « con-
cepls » de nombres se réduisent a des mots ou A des signes
vides de sens®.

Le raisonnement précédent répond a Pargument assez étrange
contenu dans cette phrase ajoutée ala2¢édition dela Critique :
« Que 'on doive ajouter3 & 7, je I'ai sans doute pensé dans le
concept d’une somme =7 +-5, mais non pas que cette somme
soit égale au nombre 42 » {B. 16). Kuno Fischer a commenté ce
passage d’une maniére quien conslitue la meilleure réfutation :
«7-+5, le sujet de la proposition, dit : Additionne les deux
grandeurs! Le prédicat 12 dit qu’elles sont additionnées. Le
sujet esl un probleme, le prédicat est la solution®. » C'est 1a une
conception logique bien bizarre : ol a-t-on jamais yu qu'on
probléme soit le sujet d’ane proposition, et que sa solution en
soit le prédicat? Un probleme est une proposition {interroga-
tive ou problématique), et sa solution est une autre proposition
(assertorique ou apodictique). D’ailleurs, comment passe-t-on
des données d'un probleme & la solution? Ce ne peut étre que
par un acte d'intelligence, par un raisonnement, et non par
upe opéralion mécanique ou par une intnition. Mais c’est la
une facon illégitime de dramatiser la question, car c’est faire
intervenir des considérations psychologiques qui n’ont rien &
faire ici. Peu importe qu’une proposition se présente & Pesprit
comme un probléme ou comme un théordme; peu importe le
temps qu'on met & la vérifier ou la maniere dont on y par-
vient; tout cela est affaire personnelle, D'abord, un membre
d'une égalité mathématique ne peut pas étre un probléme;
C'est celte égalité tout entiére qui est, ou un probléme, ou une
solution, au point de vue psychologigque?; et, logiquement,
cest une vérité éternelle qui ne dépend pas des conditions dans
lesquelles nous parvenons & sa connaissance *. Mais ce gqu'ily

1. Nous avons été heureux de retrouver celte objection dans VAIHINGER,
Commentar, 1, 296, note 1. )

a, Vamisses, 1, 207,

3. « Lesproblémes sont des propositions démontrables et quiont besoin
d’une démonstration. » Kant, Logique, § 38.

4. De méme Kant dit d’un jugement analytique : « Que tous les corps
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a de plus étonnant, c'est qu'un probléme que I’enltendement
pose (puisque Kant parle du concept de la somme 7--3) ne
puisse étre résolu que par l'intuition. En réalité, il y a vrai-
ment un probléme, si « 745 » n'est qu'un -assemblage . de
mots prononcés ou de signes écrits, qui sert de véhicule a
I'idée entre deux esprits (par exemple de Pesprit du maitre &
celui de I'éléve qu'il interroge); mais si 'on pense réellement
le sens de ces mots ou de ces signes, il n’y a plus de probléme,
ou plutét la position du probleme en est la solution, car le
méme esprit qui pense 7+ 5 pense en méme temps 12. Encore
une fois, cette égalité mathématique ne représente nullement
une opération pénible ou compliquée, mais une identits absolue.
La synthése ne s’effectue pas dans le passage du 1 au 2°
membre (figuré par le signe =), mais dans la formation du 1
(igarée par le signe +). Or il ne s’agit pas de savoir com-
ment nous-avons formé le sujet, mais si ce sujet, supposé formé
et donné, contient le prédicat.

Au fond, dans la phrase que nous discutons, Kant joue sar
les mots de réunion et d'addition. Il parait vouloir dire que,
pour obtenir le nombre 12, il ne suffit pas de réunir par la
pensée les deux nombres 7 et B, comme on réunit deux con-
cepts partiels (animal et raisonnable par exemple, pour en
composer un concept total, homme): il faut les additionner, et
celte opération, selon lui, ne peut s’effectuer que dans et par
Uintuition. La distinction est juste, mais elle se retourne contre
Kant. En effet, le sujet n’est pas « 7 et 5 », mais « 7435 », ce
qui signific que pour le former il ne suffit- pas de -réunir
les deux nombres, mais qu'il faut les additionner, et c’est
ce quindique expressément le signe +. Si Kant refuse de
les additionner, et se contente de les réunir, il n'a plus
le droit de parler du concept de somme, méme & titre pro-
blématique. En résumé, il reproche & I’addition arithmétique
de n’étre pas la multiplication logique, comme il ne
pouvait y avoir qu'un seul mode de combinaison des concepts,

soi.ent étendus, cela est nécessairement et éternellement vrai, qu’ils
existent ou non... » Entdeckung (Rosenkranz, I, 463).
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et il se croit autorisé par 1a & substituer celle-ci a celle-13;
il ne fait que dénaturer le probleme, si probleme il y a.
De méme que les concepts de nombres ne se laissent pas
définir per genus et differentiam, ni décomposer en facteurs
logiques, ils ne se laissent pas non plus combiner par le
procédé de la multiplication logique. Cela ne prouve gu'une
chose : I'étroilesse et U'insuffisance de la Logique classique.

Mais il ne faudrait pas en conclure que P'addition arithmé-
tique échappe aux prises de la vraie Logique, car elle peut et
doit se définir au moyen de V'addition logique®. Svit « une
collection de 7 objets et & une collection de 5 objels; on sup-
pose que ces deux collections n’aient aucun €¢lément commun.
La somme de 7 et de 5 est le nombre de la collection formée
en réunissant ces deux collections, c’est-3-dire de la somme
logique de a et de . Lorsque Kant prétend qu’il faut « sortir »
des concepts de 7 et de B pour trouver 12, il veut dire simple-
ment ceci, que celte somme s'obtient, non en combinant diree-
tement les deux nombres, mais en additionnant des classes
qui y correspondent; autrement dit, non.par une mullipli-
cation logiqus, mais par une addition logique 2. Mais il ne faut
pas dire qu’on « sort » parla du eoncept 7+ B, car c’est préci-
sément 1a ce qu'il signifie : on ne fait que le réaliser dans
I’esprit.

On nous objectera peut-éire que, par le fait méme qu’on
substitue aux concepts de nombres les classes correspondantes,
on passe du domaine de la pensée dans celui de I'intuition :
on représente les nombres par des classes ou eolleclions
d'objets : cela ne donne-t-il pas raison & Kant, en montrant
que P’addition est une opération imaginative, et non intellec-
tuelle? A eela nous répondrons : Encore une fois, un nombre

i. Voir chap 1, p. 82.

3, Cest la remarque déja faite par Lemiz, guand il disail : e fa=a
au point de vue logique, c’est-a-dire quand le signe 4 désigne l'addition
(ou plutét la multiplication) logique; e+ a=2a au point de vue ma-
thématique, c'est-d-dire quand le signe -+ désigne Paddition arithné-
tigue; parce quici les deux a ne représentent pas le méme nombhre, mais
deux collections distinctes ayant le méme nombre. Cf. p. 53, note 1.
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n’est pas autre chose que le concept d’une collection ; demander
que I'on congoive le nombre sans penser une collection, c'est
demander l'impossible!. D'autre part, c’est une loi psycholo-
gique que tout concept, méme le plus absirait et le plus
« pur », a besoin de s’'appuyer sur quelque image; il est donc
naturel el nécessaire que nos raisonnements sur les nombres
s’accompagnent d’images plus ou moins vagues. Mais la ques-
lion épistémologique, absolument indépendante de ces cir-
constances psychologiques, est celle-ci : Quel est le fondement
logique des vérités arithmétiques? Est-ce le concept, ou esl-ce
Pintuition? Lorsque Kant considére comme analytiques des
jugements comme eeux-ci: « L'or est jaune », ou « Tout corps
est étendu »,il ne prétend pas que, en formulant ces juge_-
ments, nous bannissions loute image sensible : car ce serait
encore plus difficile que pour les vérités arithmétiques. I
n’exige pas que nous pensions l'or sans imaginer sa couleur,
ni les corps sans imaginer leur étendue (puisque, selon sa
propre doctrine, nous ne pouvons jamais nous débarrasser de
I'intuition de I'espace); et pourtant il ne soutient pas que les
susdits jugements soient entachés d’intuition, et par suite syn-
thétiques. Pourquoi? C’est que, quelle qu’en soit 'origine psy-
chologique, et quelles que soient les images dont ils s'accom-
pagnent inévitablement, les concepls dor et de corps
comprennent actuellement, par définition, les concepts de
Jaune et d’élendu?. Eh bien, de méme, le concept, non pas de
«Tet 3 », mais de « T+ 3 », de quelque maniére qu'on l'ait
formé, contient actuellement et par définition le concept de 12,
bien mieux, il lui est identique.

1. 'Massoxivs (Ueber Kanl's transscendentale Aesthelil;, Eine kritische
Untersuchung... In.-Dissertation, Leipzig, 1890) a soutenu une thése ana-
logue (§1): les jugements mathématiques sont analytiques, parce que
Yinluition est contenue dans les concepts; car cés concepts ne seraient
rien sans lintuition.

2. Cf. Prolégomenes, § 2b : « Toutes les propositions analytiques sont
des jugements @ priori, alors méme que leurs concepts sont empiriques. »
(exemple : or est un métal jaune). Cela prouve bien que le caractére
logique du jugement ne dépend nullement de Porigine du concept, qui
est toujours Je produit d’une synthése (empirique ou a priori).
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Ce raisonnement trouve dans les explications ultérieures de
Kant une précieuse confirmation. II reconnait en effet lui-
méme, un peu plus loin, que la mathématique emploie
quelques principes analytiques (quand ce ne serait que le
principe d'identité : a=a), et il déclare que, « bien qu'ils
soient valables d’aprés les seuls concepts, ils ne sont admis
dans la mathématique que parce qu’ils peuvent étre représentés
dans Vintuition » (B. 7). Mais, inversement, de ce que des
propositions sont représentées dans Dintuition {méme néces-
sairement), elles ne sont pas pour cela synthétiques, et peu-
vent « étre valables d'aprés les seuls conceptst ». Au surplus,
on pourrait remarquer que Kant choisit assez malencontreu-
sement son exemple de principe analytique : « Le tout est plus
grand que la partie », qu’il formule: « a6 > a ». En effet,
cetle proposition n'est méme pas un principe ou un axiome,
car elle n’est vraie que pour certaines espéces de grandeurs,
et non pour toutes. C’est un simple théoréme que I'on démontre
dans chague cas, moyennant la définition des signes--et >
(a moins qu'on ne prenne cette formule pour définition du
signe >). Par exemple, ce théoréme est vrai pour les nombres
finis, mais il n’est plus vrai pour les nombres cardinaux
infinis®. Sans doute, on ne peut reprocher a Kant d'avoir
ignoré ces vérités, si élémentaires qu’elles soient aujourd’hui.
Mais on se demande, néanmoins, comment il a pu, en vertu de
ses propres principes, admettre qu'une telle proposition est
analytique. En effet, si I’on considére le premier membre, il
contient le signe d’addition, il est une somme, loul comme
73, et si celle-ci est fondée sur Lintuition, celle-la doit
’étre aussi : si I'on ne sait pas {(analytiquement) que 7+ 8, ¢’est

1. Il ne faut pas se laisser induire en erreur par la phrase suivante
(« Was uns hier gemeiniglich glauben macht,... »} car, comme V’a bien
montré Vammnger {I, 303), elle se rapporte, par une anacoluthe assez
étrange, au paragraphe antérieur, ol il est question 'des jugements syn-
thétiques. 1l ne faut pas en conclure que Kant déclare synthéliques ces
mémes principes qu'il vient de déclarer analytiques.

9, L'un et Pautre ont été formellement démonirés par M. WrITEREAD,
On cardinal numbers, sect. III, ap. American Journal of Mathematics,
t. XXIV {1902).
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le nombre 12, on ne peut pas savoir non plus quelle est Ia
somme de a et de 6, ni par suite si elle est plus grande que a.
D’autre part, sil'on considére la copule (le signe >), il est facile
de se rendre compte que la vérité de cette proposition dépend
essentiellement du sens ou de la définition de cette copule.
Quel que soit ce sens, il a toutes chances d’étre moins ana-
lytique que celui de la copule = (qui, nous Favons vu, signifie
Pidentité); il serait aisé a un Kantien de soutenir que la rela-
tion plus grand que repose sur l'intuition. Kant n’a pu croire
un instant que le prédicat (a) « est contenu » (au sens logique)
dans le sujet (a+ b); car, d’une part, ce sujet n'est pas un
produit logique, mais une somme mathématique, et d’autre
part la copule du jugement n’est pas le verbe étre, ce n’est
done pas un jugement de prédication, comme semble Pexiger
la définition des jugements analytiques !, Il n'a pas pu davan-
tage se faire cette illusion, que le Jjugement en question repose
sur le principe de contradiction, car qu'est-ce qu'il y a de
contradictoire a poser : «a--b=a » ou « a+b<anr, a
moins qu'on ne fasse intervenir l'intuition, c’est-a-dire une
espéce particuliére de grandeurs et une opération particuliere
figurée par -+, auquel cas il peut bien 'y avoir une contra-
diction, non pas dans notre jugement, mais enlre notre juge-
ment et l'intuition? Bref, de quelque fagon qu’on examine
cette proposition, on ne découvre aucune raison de la consi-
dérer comme analytique qui ne vaille « fortiori pour
«7+48=12 », et 'on ne trouve non plus aucune raison de
considérer « 7-4-5=12 » comme synthétique qui ne vaille a
fortiori pour « @+ &> a ». Que faut-il en conclure, sinon que
la distinction des jugements analytiques et synthétiques était

1. Wilibald Reicuarot (Kant’s Lehre von den synthelischen Urtheilen a
priori in ihrer Bedeutung fir die Mathematik, ap. Philosophische Studien,
t. 1V, 1888), en raisonnant suivant la méthode kantienne, aboutit & cette
conclusion, que le jugement a4 5> g est synthétique, parce que le
sujet (a -}- ) ne contient pas le prédicat « > a »! On voit'quel est I'inconvé-
nient d’appliquer aux jugements mathématiques une théorie logique qui
he leur convient pas, et de les traiter comme des jugements de prédica-
tion. Cf. ce que nous avons dit plos haut au sujet de Poumer (p. 258,
note 1),

CouTURAT. —- Les principes des mathématiques, 18
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singulierement vague et flottante dans I'esprit méme de son
auteur '?

Au surplus, elle I'a parfois induit en des erréurs flagrantes.
Par exemple, il considére comme un jugement analytique ce
principe : « Egal ajouté (ou retranché) & égal donne égal »,
parce qu'on y a immédiatement conscicnce de Pidentité des
deux grandeurs comparées (B. 204). Or c'est 14 une erreur, car
ce jugement, loin de reposer sur le principe d'identits, énonce
une propriété de I'additivn {ou de la souslraction), & savoir
que cette opération est uniforme. C'est donc la un axiome, qui
est vrai pour certaines opérations et faux pour &’auires ®. Par
exemple, extraction des racines n’étant pas une opéralion
uniforme, on ne peut pas écrirve : yE=4%, bien que cette
égalilé ait toutes les apparences de I'identité, et que, selon les
mots mémes de Kant, on ait immédiatement conscience d'une
identité dans la génération de la grandeur : car y& peut élre
aussi bien +2 que — 2, de sorte que I'égalité considérée
pourrait econduire & 1'égalité absurde : +-2=— 2.

L SCHEMATISME.

1l ne reste plus qu'un seul argument en faveur de la nature
synthétique des vérités arithmétiques @ c’est la conception du
nombre, telle qu'elle résalte de la théorie du schémaltisme.
On sait que, selon Kant, le nombre, scheme de la grandeur,
« est une représentation qui embrasse I'addition successive
d’une unilé & une autre (de méme espece) »; et, par suite, « le
nombre n’est pas autre chose que I'unité de la synthése de la
muliiplicité d’une intuition homogeéne en général, par le fait
quon engendre le temps lui-méme dans I'appréhension de

1. L’exemple le plus frappant des variations de la pensée de Kant dans
Papplication de sa distinclion fondamentale des jugements analytiques
et synthétiques est le principe de I'unité nécessaire de I'aperceplion, qu'il
considere comme synthétique dans la 4 édition dela CGrilique (A. 117,
note) et comme analylique dans la 2° (B. 133, 138). V. KoppeLMANK, art.
cit.,, §V.

2. Voir p. 12, note 1, et p. 107, note 1.
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Pintuition » (B. 182). Ainsi, en tant que schéme, le nombre est
intermédiaire entre la sensibilité et 'entendement : il est & la
fois intellectuel et intuitif. D'un coté, il est un produit de I'ima-
ginalion; mais d’un autre cété, il participe de la généralité du
concept, et par la se distingue de I'image.

De cette conception il résulte que le nombre a un contenu
intuitif, et qu’il implique essentiellement la succession. Gest
Pintuition, en particulier I'intuition du temps, qui sert de fon-
dement aux jugements arithmétiques, et qui seule explique
leur nature synthétique. Mais d'abord il convient de faire des
réserves sur la portée de cette théorie. Sans doute, s'il est
établi par ailleurs que les jugements arithmétiques sont syn-
thétiques, on pourra trouver ’explication de ce fait daus la
nature intuitive du nombre, et méme en tirer argument cn
faveur de celle-ci; mais, en admettant que le nombre procéde,
au moins en partie, de l'intuition, peut-on en conclure que les
jugements arithmétiques soient synthétiques? Pas le moins du’
monde, et les discussions précédentes nous apprennent pour-
quoi. Nous avons vu en effel que le caractere synthétique des
Jugements ne dépend nullement de la nature des concepts, de
leur origine ou de leur mode de formation; et nous savons
que, de I'aveu méme de Kant, on peut porler des jugements
analytiques sur des concepts empiriques comme ceux de corps
ou d'or, qui sont le produit d'une synthese intuitive. Peu
importe que 'intuition sur laquelle repose cette synthése soit
empirique, tandis que le nombre repose sur une intuilion @
priori: cela ne change rien & la nature synthétique de tous ces
concepts, et cela n’empéche pas du tout qu'ils puissent étre
'objet de jugements analytiques fondés surleur définition.

Nous pourrions nous contenter de ce non sequitur, el nous
dispeuser de disculer la théorie kantienne du nombre. Nous le
ferons d'aillenrs trés brievement,.car nous avons étudié ail-
leurs la méme question avec plus de développement?. Que le
nombre enveloppe nécessairement la succession, c'est 1 une

1. De VInfini mathématique, 2° partie, livee I, ch. 1iv : Le nombre, l'es-
pace et le temps.
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proposition psychologique, et qui, méme an point de vue psy-
chologique, est plus que contestable, au moins pour les petits
nombres : n'a-t-on pas I'intuition absolument simultanée de 2,
3, 4, 3 points, surtout quand ils sont régulierement disposés?
Comment pourrait-on lire la lettre A, par exemple, si l'on
n’avait pas la perception simultanée de ses 3 cétés et de ses
3 sommets? Comment les aveugles eux-mémes pourraient-ils
distinguer au toucher les lettres de l'alphabet Braille, s’ils ne
percevaient simultanément les points (au nombre de 6 au plus)
qui eompoesent chacune d’elles? Quoi qu'il en soit, du reste, ces
considérations psychologiques n'ont aucune valeur dans la
question épistémologique qui nous occupe. 1l ne s’agit pas.de
savoir comment nous prenons conscience d’un nombre, mais en
quoi consiste la notion d’un nombre. Or dans cette notion il
ne reste rien des opérations psychologiques, simultanées ou
successives, par lesquelles nous Uavons formée, et pour ceite
bonne raison, qu'il faut que nous ayons conseience simultané-
ment de toutes les unités pour pouveir dire que nous pensons
un nombre et quel nombre nous pensens. Au fond, quicongue
fait intervenir le temps dans la notion de nombre confond
celle-ci (& la maniére des empiristes) avec i'opération du
dénombrement. Or il est facile de montrer que le dénombre-
ment présuppose idée-de nombre, loin de I'engendrer, et
qu’en tout cas, I'idée de nombre fut-elle postérieure au dénom-
brement, il n'y reste pas plus de trace du temps employé a
cette opératinn, qu’il ne reste, dans un édifice, de trace de
I'échafaudage qui a servi & le conslruire %

Ausurplus, qui prouve trop ne prouve rien; or Pargument
psychologique que nous discutons ne tend & rien de moins qu’a
prouver que le temps fait partie intégrante de toutes nos idées
el de toutes nos connaissances, puisqu'il est la forme générale,
non seulement de la sensibilité, mais de toute la vie mentale,
et que tous nos actes, méme les plus intellectuels, se passent
forcément dans le temps. Un monument, un tableau sont, bien

1. Cette these a été fort bien soutenue par Micmarus (op. cit.).
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plus certainement que le nombre, le produit d’une synthese
forcément successive, soit d'assises de pierre, soit de touches
de pinceaux juxtaposées ef superposées; et pourtant, une fois
terminés, ils ne conservent rien de la durée-consacrée "3 leur
élaboralion. Un raisonnement purement logique « prend du
temps » pour s'effectuer dans P’esprit; il ne s’ensuit pas qu'il
implique si peu que ce soit une synthése intuitive et tempo-
relle.

Dira-t-on que la synthése intuilive qui constitue le nombre
s'effectue dans I'espace, et non dans le temps, ou dans I'espace
aussi bien que dans le temps? Cette interprétation, quoique

conltraire a la théorie du schématisme, pourrait s’appuyer sur
les passages précédemment cités de V'Introduction et des Pro-

légomeénes, car dans ceux-ci le nombre est présenté comme
un schéme spatial, et non comme un scheme temporel. Mais la
thése qui fait reposer le nombre sur lintuition de Tespace
n'est pas plus solide que celle qui le fonde sur I'intuition du
temps : car, de méme qu'on peut dénombrer des objets qui ne
sont pas successifs ni méme soumis au temps, on peut dénom-
brer des objets qui ne sont ni étendus ni méme situés dans
T'espace : des notions, par exemple, ou des propositions. D’ail-
leurs, on ne, ferait que reculer la difficulté, car I'espace lui-
méme, selon Kant, ne peut élre percu que dans le temps. Il sou-
tient en effet que I'espace est une grandeur extensive, c'est-a-
dire telle que la représentation du tout n'est possible que par
la représentation préalable des parties® (B. 203). Or les gran-
deurs extensives ne peuvent étre appréhendées que par une
synthése successive de leurs parties (B. 204); et Kant répéte
plus loin la méme assertion au sujet des grandeurs continues :
la synthése (de I'imagination prodactive) quiles engendre est un

1. Il est difficile de concilier cette assertion avec cette thése de VEs-
thétique transcendentale, que l’espace est « une grandeur infinie donnée »,
et que ses parties « ne peuvent pas étre pensées avant lut,... mais seule-
ment en {ui » (B. 39). La méme assertion reparait dans PAntinomie
(B. 466) : les parties de 'espace ne sont possibles que dans letout, etnonle
tout parles parties. Celte contradiction a é1é déja signalée par P. Scurdper,
Kants Lehre vom Raum (1904).
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processus dans le temps*® (B. 212); et d’ailleurs l'espace et
le temps sont des grandeurs continues (B. 211). Qu'est-ce &
dire, sinon que les grandeurs spatiales et 1'espace lui-méme ne
peuvent étre appréhendés qu'a travers le temps? Aussi Kant
alfirme-t-il que la Géométrie, elle aussi, « repose sur la synthése
successive de I'imagination productive dans la génération des
figures » (B. 204); par exemple, on ne peut pas se représenter
une ligne sans la tirer dans la pensée, et par suile I'engendrer
dans le temps (B. 203; cf. 154, 137-138). Cet exemple suffit &
juger toute cetle théorie; elle consisite & confondre, & la
maniére des empiristes, les idées géométriques avec les images
subjectives qui leur servent de support intuitif. L'idée d’une
ligne est aussi indépendante de 'image que 'on obtient en la
« lirant » par la pensée, que de la figure sensible qu'on réalise
avec un tire-ligne sur le papier ou avec la craie sur le tableau.
On n'a pas plus le droit de dire qu'une ligne enveloppe une
certaine durée, que de dire qu'elle se compose d'encre de
Chine ou de carbonate de chaux?®

Au surplus, la théorie du schématisme donne lieu, en ce qui
concerne le nombre, 3 bien des difficultés. On sait qu’un schéme
est « la représentation d'un procédé général de I'imagination
pour procurer & un concept son image » (B. 179-180). Or Kant
distingue le nombre, comme schéme de la grandeur, de I'image
qu'on en construit, par exemple, & 'aide de points (B. 179). La
pensée d'un nombre particulier « est la représentation d’une
méthode pour représenter une multitude (par exemple 1000)
conformément & un certain concept dans une image, plutdt que

1. On ne voit pas bien, dés lors, comment cette propriété distingue les
grandeurs conlinues des autres. Du reste, la définition que Kant donne
des grandeurs continues n’a plus aucune valeur & présent : il les définit
en effet par celte propriété qu'aucune partie n'est la plus petite possible
{B. 211); or c’est 1& la divisibilité & Pinfini, et personne n'ignore aujour-
d’hui qu’elle ne suffit pas & constituer la continnité,

2. Oa pourrait soutenir que le nombre est le produit, non plus d'une
synthése intuitive, mais d'nne synthése intellectuelle, et essayer de con-
server ainsi le caractére synthétique des jugementis arithmétiques. (Ce
parait étre la conclusion de MicaseLs, op. cit.) Nous nous bornerons &
constaler que c'est 1a une thése toute différente de la thése kantienne,
ot lintuition est essentielle, et que seule nous avons & discuter ici.
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celte image méme, qu'il serait difficile, dans ce dernier cas,
d’embrasser et de comparer au concept » (B. 179). Mais qu'est-
ce que ce concept, sinon la notion d’une multitude composée de
1000 uvnités, c’est-a-dire la notion méme du nombre 1000? Dés
lors, que vient faire le schéme entre ce concept et son image?
§'il est un produit de I'imagination, il ne peut étre que confus
comme l'image méme; s'il est une méthode générale de cons-
truction, il ne differe pas du concept; dans tous les cas, on ne
voit pas comment il peut faciliter la comparaison et le rappro-
chement du concept et de 'image. ‘

D'autre part, si le nombre est le schéme de la grandeur, il
semble que le concept que le nombre représente soit le concept
d’une grandeur. Mais qu’est-ce qui fail que tel nombre repré-
sente telle grandeur plutdt que telle autre? Cest qu’il exprime
le rapport de cette grandeur & la grandeur-unité de méme
espece; or le choix de cette unité est complétement arbitraire.
Il n'y a donc dans la notion d’une grandeur rien qui indique
" qu'elle doive avoir pour « schéme » tel nombre plutdt qu’un
autre. De plus, si la grandeur est un concept, et si elle ne peut
étre schématisée que par le nombre, que devient la théorie
kantienne suivant laquelle toute grandeur est intunitive, et
revét néeessairement la forme de P'espace et du temps? Enfin,
quel est le rapport du nombre, en tant que schéme, avec les
« schémes » des figures géométriques? On dira sans doute que
le nombre est un scheme temporel, tandis que les schimes
géométriques sont spatiaux. Pourtant, Kant admet que le
nombre 8 a pour image cing points alignés; or, si I'on généra-
lise ce procédé de construction, on obtiendra un scheme spa-
tial du nombre 3; et, d’autre part, la construction des figures
géométriques étant successive selon Kant, les schémes géomé-
triques doivent impliquer aunssi le temps. On ne voit done pas
ce qui distingue le nombre des schémes géométriques, ni en
quoi I'Arithmétique differe de la Géométrie, tant par sa
méthode que par son objet. Et pourtant tout le monde sent
la différence qu'il y a entre les nombres et les figures géomé-
triques; les premiers sont plus abstraits, plus généraunx, plus
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intellectuels, et ont une portée universelle : tout obéit aux lois
du nombre, tandis que tout ne tombe pas sous les prises de la
Géométrie. En résumé, si le nombre est un schéme, il ne peut
étre le schéme, ni du nombre, ni de la grandeur, de sorte qu’on
ne sait pas de quoi il est le schéme.

LE NOMBRE ET LA GRANDEUR.

D'ailleurs, il est difficile de se faire une idée précise de la
théorie de Kant sur la grandeur et ses rapports avec le nombre.
En principe, la grandeur -est une catégorie, c’est-d-dire ‘un
concept @ priori de l'entendement?; elle a poar scheme le
nombre, et pour image I'espace (B. 482). Le nombre serait
alors un intermédiaire entre la grandeur et I'espace, le véhi-
cule de celle-la dans celui-ci. Mais le concept de grandeur,
comme toutes les catégories, n’a de valeur objective que par
“son application aux données d’une expérience possible, cest-
a-dire & l'intuition. 11 faut donc « rendre les conceptssensibles »,
et c'est & cela que servent les schemes. "Ainsi, selon Kant, le
concept de grandeur cherche son support et son sens dans le
nombre, et celui-ci dans les doigts, les boules du tableau &
calculer, les traits ou les points (B. 299). Il semble, par suite,
qu'on ne puisse penser la grandeur, en mathémaliques, que
par l'intermédiaire du nombre, et, remarquons-le bien, du
nombre entier et concret, qui est essentiellement discontinu.
On ne pourra donc concevoir la grandeur elle-méme que
comme discontinue; et en effet, selon Kant, on ne peut pas la
définir autrement qu'en disant que ¢'est la détermination d'une
chose par laqoelle on pense combien de fois elle en contient
une autre (B. 300). Et il ajoute que ce « combien de fois »

i. 1l ne faut pas oublier que, si la quantifé est une catégorie, c'est en
vertu d’un véritable jeu de mots : car la gquantité logique (qui est I'ori-
gine et le fondement de cette catégorie) n'a gque le nom de commun avee
la quanlité mathématique. Si la Logique classique avait donné a cette
méme propriété des jugements le nom de nmombre ou d'éfendue, Kant
aurait pu tont aussi bien en conclure gue I'étendue ou le nombre est un
concept a priori de lentendement. Cet exemple montre, en passant,
quelle est la valeur du tableau des catégories.
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rcpose sur la répétilion successive, par suite sur.le temps ct
sur la synthése de '’homogéne dans le temps (c’est-a-dire le
nombre). On se demande alors comment on a jamais pu arriver
a la notion de grandeur continue. Car de deux choses l'one :
ou bien c'est le nombre qui « imite » la grandeur, suivant le
mot de Pascal, et alors on ne peut expliquer la généralisation
du nombre (les nombres fractionnaires, négatifs, irrationnels)
qu’en supposant que nous avons une notion primitive et origi-
nale de la grandeur, indépendamment du nombre®; ou bien
nous ne pouvons concevoir la grandeur que par Pintermédiaire
(le schéme) du nombre, et alors, pour expliquer la continuité
de la grandeur, il faut définir les nombres fractionnaires, néga-~
tifs ct irrationnels d’une maniére autonome, sans faire appel a
I'idée de grandeur ni & U'intuition spatiale. Cette dernizre alter-
nalive est parfaitement possible?, mais elle réfute par son
existence méme la thése kantienne, car elle aboutit a faire repo-
ser toute Ja mathématique sur des fondements analytiques.
Tout au moins, elle oblige & abandonner cette conception em-
piriste du nombre, suivant laquelle il devrait nécessairement
s’incarner dans des collections d’objets visibles et palpables,
car celle-ci ne permet évidemment pas de dépasser les nom-
bres entiers cardinaux.

En tout cas, nous pouvons de loute cette théorie retenir cet
aveu : que la notion de grandeur est, en =oi, distincte de 1'es-
pace et du temps, puisque ces deux formes d’intuition ne font que
lui préter des images ou des schémes3. Or la mathématique
est, selon Kant, la science de la grandeur en général; donc,
comme telle, elle est indépendante de I'espace et du femps;

1. C’est ce que nous avons essayé de soutenir dans notre livre De UIn-
fini matheémalique.

2. C'est la théorie de M. RussELL, suivant laquelle toutes les espices de
nombres sont susceptibles d’une définition purement logique.

3. Dans les Prolégomenes (§ 20) Kant dit que « ce principe : « La ligne
« droile est le plus court chemin d’un point & un autre », suppose que la
ligne est subsumée sous le concept de grandeur, qui certainement west
pas une simple intuition, mais qui, au contraire, a son sizge dans le senl
enlendement.... » Comment cette these s’accorde-t-elle avec Paffirmation,

que Pespace et le temps sont les seules grandeurs originaires, et que la
mathématique pure ne s’applique qu’a 'espace et au temps?
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elle ne repose pas sur Fintuition, mais sur le concept o priori
de grandeur. Seulement, on peut en dire autant du nombre,
car il résulte de la diseussion précédente que, si le nombre
trouve dans I'espace et dans le temps des schémes appropriés,
il est en lui-méme un concept distinct et indépendant des denx
formes d’intuition, par eela seul qu'il peut indifféremnent élre
« construit » dans V'une et dans 'autre. Concluons donc que
les sciences du nombre et de la grandeur sont des sciences
rationnelles pures, indépendantes de Iintuition.

Kant lui-méme a parfois considéré le nombre comme un
eoncept inlellectuel, non seulement dans sa Dissertatio de 1770,
que 'on pourrait récuser!, mais dans la Critique de la Raison
pure. 11 dit en effet ceci : « La synthése pure, représentée
d’une maniére générale, donne le conecept intellectuel pur.
Mais j'entends par cette synthése celle qui repose sur un prin-
cipe d’unité synthétique a priori : ainsi nolre numération {ccla
s¢ remarque surtout dans les nombres élevés) est une synthése
d’apres des concepts, parce qu'elle a lieu suivant un principe
d'unité commun {par ex. le systeme décimal) » (A. 78, B. 104).
Ce passuge semble bien impliquer que le nombre, produit
d’'une synthese pure, est un concept intellectuel pur; ce qui
parait contredire la théorie du schématisme. On pourrait expli-
quer ce fait en disant que, lorsqu’il éerivait ces lignes, Kant
n'avait pas encore élaboré la théorie du schématisme. Cepen-
dant, dans ce méme passage, il parle du role de Pimagination,
et lui altribue méme toutes les synthéses en. général (B. 103).
11 est d’autant plus remarquable que dans ce passage il consi-
dére le nombre comme le produit d’une synthése intelieclueile,
et non d’'une synthése imaginative, et qu’il o’y soit aucunement
question de Pintuition {du temps) qui, selon le schémalisme,
sert de base ou de matiére a celte synthése®.

1. Voir plus haut, p. 252, note 1.

2, Cette remarque a été faite par Micuasus, Ueber Kant’s Zalitbegriff,
p. 7. Le méme auteur constate que, lorsque Kant, & propos du tableau
des catégories, observe que la 3° calézorie de chaque classe résulte de la
syntheése des deux premigres par un acte de Uentendement, il prend pour
exemple le concept de nombre, qui, dit-il, « appartient & la calégorie de
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L’ALGEBRE.

Kant reconnait d’ailleurs que 1a mathémalique n'a pas seu-
lement pour objet des grandeurs concréles, comme celles
qu'étudie la Géométrie, mais aussi la grandeur pure, en faisant
abstraction de tout objet; et c’est 1a, selon lui, I'office de I'Al-
gébre (B. 743). Il semble donc admeltre que la grandeur est
quelque chose de supérieur aux formes de Vintuition, et par
conséquent d'intellectuel; cela dément tout au moins cette
asserlion, que l'espace et le temps sont les seules grandeurs
originaires (B. 753). Mais il essaie de sauver sa doctrine en

soutenant que 1’Algebre, elle aussi, procade par construction
de concepts; seulement, cc n’est plus une construction « osten-
sive ou géométrique » qui porte sur les objets, c'est une cons-
truction « symbolique » ou « caractéristique », qui porte sur
les signes algébriques (B. 743, 762). Il y a la une exagération
manifeste : car, en admettant qu'il soit indispensable (et non
simplement commode) de représenter les concepts par des
signes, on ne peut pas appeler cela une construction de ces
concepts, ni en conclure qu'ils sont intuitifs de leur nature.
Cest tout bounement confondre le signe avec la chose signi-
fiée’. On peut représenter méme des rapports logiques par des
signes analogues aux signes algébriques (dans I’Algéhre de la
Logique); il ne s’ensuit pas que ces rapports ne puissent étre
pensés qu'an moyen de I'intuition. Nous avons vu Kant lui-
méme figurer la composition d’un concept par la formule sym-
bolique a+&; faudra-t-il en conclure que cetle composition
est une synthese intuitive? Il réfute done sa propre théorie en
la poussant a I'extréme, car, en raisonnant de cette maniére,
il n'y a aucune nolion, aucune relation dont on ne puisse
prouver qu’elle est fondée sur I'intuition. Toutes nos idées ne
se traduisent-elles pas par des mots, et ces mots sont-ils autre
de totalilé » (Critique, § 11; B. 111). 1l semble ressortir de l1a encore que
le nombre est un concept purement intellectuel.

1. R. SevpeL (op. cit.) soulient avec raison que Kant confond ici le pro-

cessus psychigue avee le contenu logique, et que les vérités de I’Algtbre
portent, non sur les signes, mais sur les idées qu’ils représentent.
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chose que des signes visibles ou audibles, qui « constraisent »
nos idées dans V'espace et dans les temps?

Sans doute, Kant distingue les mols des signes algébriques,
en disant qu’en philosophie on ne raisonne pas sur les mots,
tandis quen Algebre on vaisonne sur les signes et on laisse de
coté les objets signifiés jusqu’a la fin da raisonnement '. Mais
il y a ici une confusion d'idées. Il n'esl pas vrai qu’en Algébre
on raisonne sur les signes; on raisonie toujours sur les idées
qu'ils représentent; et si 'on peut opérer mécaniquement avec
eux, c'est & la condition d’avoir justifié une fois pour loutes les
régles formelles des opérations, ce qui ne peut se faire qu’en
considérant le sens réel de ces opérations et des signes eux-
mémes. 11 est vrai gu'en un sens on fait abstraclion de la
nature des objets, mais c’est parce qu'elle est récllement indif-
férente et étrangére au raisonnement. En Algebre, on ne sin-
quitte pas de savoir si les lettres représentent des nombres
entiers ou fractionnaires, de méme qu'en Arithmélique (pure,
non appliquée) on ne ginquitte pas de savoir si un nombre
représente une collection, ou une longueur, ou un poids, et de
méme quen Géométrie on ne s'inquiéte pas de savoir si un
solide est en bhois ou en métal; ce sont la des abstractions
essentielles & chacune de ces sciences, par lesquelles on
dépouille les notions -qui en sont Pobjet spécial de toute
immixtion d’éléments étrangers. Mais il n’en résulte pas qu’en
Algébre on fasse abstraction méme du nombre général ou de la
grandeur, qui en est Iobjet propre, et qui est le contenu méme
des formules algébriques. Lors donc que dans un probléme
d'Algebre on fait abstraction de la nature particulitre des gran-
deurs que l'on traits, ce n’est pas pour vider les symboles et
les formules de tout contenu, mais pour les réduire & leur con-
tenu essentiel, qui est I'idée de grandeur en général.

Enfin Kant attribue au « calcul littéral » (comme il appelle
assez impropreméent I’Algébre) une verin d'infaillibilité toute
spéciale, qui serait due & ce quon. y raisonne uniquement

1. Untersuchung iber die Deutlichkeit..., 47 cousidération, § 2 (1764).
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sur des signes sensibles, qui soulagent la mémoire et 1'atten-
tion et garantissent contre toute omission et tout oubli. Les
mols, au contraire, ne peuvent pas rendre le méme service :
car on ne peut les manier sans penser plus ou moins a leur
sens; et alors on est foujours exposé & confondre ou & altérer
leurs significations. Ces avantages du symbolisme algébrique
sont réels, mais ils ne conslituent pas un argument en favear
de la thése kantienne : et la preuve en est qu’ils ont été
reconnus par des rationalistes tels que Descartes et Leibniz.
Celui-ci surtout considérait si bien le caleul algébrique comme
une méthode d'infaillibilité, qu'il voulait I'étendre 3 toute
espéce de déduction, et conslituer une Caractéristique univer-
selle qui fiit un « juge des controverses ». Il vantait, bien plus
fortement que Kant, le secours que la pensée tire de 'emploi
de signes « commodes et appropriés », sans pour cela tomber
dans le nominalisme et réduire I’Algebre, ld Mathématique et
la Logique elle-méme & un pur jeu de symboles dénués de
sens. Ce qui fait la supériorité du caleul algébrique sar le rai-
sonnement verbal, ce n’est pas que dans le premier on raisonne
sur les signes et dans le second sur les idées; c'est que dans le
premier les signes correspondent a des idées claires et bien
définies, tandis que dans le second les signes, c’est-a-dire les
mots, correspondent & des idées confuses, flottantes et équivo-
ques, que ['usage vulgaire y associe d’ordinaire. Le signe est
simplement un moyen d'identifier un concept précis et rigou-
reusement défini; et le mot rendrait le méme service, 2 la con-
dition que son sens fit lui aussi bien défini, et qu’on ne lui en
attribuat jamais d’autre. 1l ne faut donc pas attribuer aux
signes une vertu quasi mystérieuse qui garantisse sirement
de Perreur; on commet des fautes de calcul aussi bien que des
fautes de raisonnement, ce qui n'empéche pas le caleul, comme
le raisonnement, de donner la certitude et d’étre théoriquement
infaillible. Il est étrange de voir Kant faire consister, comme
un simple empiriste, « 'évidence » dans la « certitude intui-
tive », faire appel au témoignage des « yeux » pour « préserver
toutes les déductions de I'errear », et ne reconnaitre comme
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démonstrations que celles qui s’appuient sur lintuition. Ou
bien il y a 12 une simple question de mols, c'est-d-dire une
définition nominale et arbitraire du mot démonstration; ou
bien ¢'est une erreur palpable, car on ne peut nier qu'il n’y ait
des démonstralions purement logiques et intellectuelles, et
Kant ns serait sans doute pas allé jusqu’a soutenir que la
valeur du syllogisme est fondée sur I'intuition.

LES JUGEMENTS GEOMETRIQUES.

1l nous reste a discuter la théorie de Kant au sujet de la
Géomeétrie. S'il y a une science qui paraisse reposer sur lin-
tnition, c'est bien celle-13, puisque c’est la science de 1'espace;
aussi bien des mathématiciens-philosophes, qui considerent
I'Analyse comuie une science pure et a priori, regardent-ils la
Géomélric comme une science empirique ou du moins intui-
tive. Cela prouve en tout cas qu'il y a lieu de séparer la Géo-
métrie de la science générale des grandeurs, et qu'on ne peut
pas conclure de 'une & l'autre.

Ici encore, c’est par des exemples que Kant essaie d’établir
sa thése. Nous serons donc obligé de les examiner tour & tour.
Pour montrer que les jugements géomélriques sont synthéti-
ques, il cite celle proposition : « La ligne droite est la plus
eourle entre deux points. » En effet, dit-il, mon eoncept de
droite ne contient rien de quantitatif, mais seulement une qua-
lité. Le concept quantitatif de « le plus court » ne peut done
étre contenu dans le sujet, ni en étre tiré par analyse; il ne
peut lui étre adjoint que par une synthése fondée sur l'intui-
tion.

Demandons-nous d’abord quelle est pour Kant la valeur
méthodologique de la proposition citée ; est-ce une définition,
un axiome ou un thédoréme? Il semble que ce soit un axiome,
car il parle de « principe » {Grundsalz)'. Eh bien! ce n’est

{. On sail que pour LeEGExonE celle proposition est la définition de la
lizne droile. Il nen est pas ainsi pour Kant, car il parait considérer
comme définition de la ligne droite cette propriété, qu’il n’y en a qu'une
entre deux points donnés (Rechislehre, Introduction, § E}.
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nullement un axiome, mais un théoréme démontrable et
démontré !. Ce ne peut pas étre un principe, car cette proposi-
tion suppose que l'on sait ce qu’est la longueur d'une ligne
quelconque. Or la longueur d'une ligne courbe ne peut se
définir que dans la Géomélrie analytique et infinitésimale, et
elle se définit en fonction de la ligne droite. C'est donc par
définition que la ligne droile est le prototype ou I'étalon des
longueurs. Kant se placc au point de vue du sens commun
empiriste, qui croit voir la longueur d’une courbe, parce qu’il
imagine un fil souple et inextensible appliqué sur cette courbe,
puis tendu sous forme de ligne droite. Mais cette intuition n'in-
tervient nullement comme principe scientifique en Géométrie, et
pour cause : car c’'est seulement lorsqu'on a défini la longucur
d’une courbe qu'on peut concevoir clairement qu’un fil conserve
sa longueur en se déformant. Par conséquent, tout appel a I'in-
tuition, en cetle matiére, constituerait un cercle vicieux.

On ne peut done pas dire que la ligne droite soit par elle-
méme et primitivement une quantité; dans lous les cas, du
reste, ce n'est pas la ligne droite (illimitée) qui peut étre une
quantite, c'est le segment fini que 'on découpe sur elle?, On ne
peut pas non plus dire que la ligne droite est une qualité,
comme le ronge ou le chaud. Tout ce qu’on peut dire, au point
de vue de la grammaire (qui est celui de la logique d'Aristote),

1. Nous avons déja Lraité celle question dans la Revue de Mctaphysique,
t. 1, p. 77 (janv. 1893). Pour démontrer que la ligne droite est plus courte
que toute ligne hrisée ayant les mémes extrémités, on démontre que,
dans un triangle, un cété quelconque est plus petit que la somme des
deux autres. Ce théordme, & son tour, repose sur celui-ci : Dans un
triangle, & un plus grand angle cst opposé un plus grand coté. Et celui-ci
enfin dérive de cet aulre : Dans un triangle, un angle extérieur est plus
grard que chacun des angles inlérieurs non adjacents, leque! est indé-
pendant dua postulatum d’Euclide (V. NiewexeLowskr eT GErarp, Cours de
Géomélrie élémentaire, t. 1, p. 21, 31, 32. Paris, Naud, 1398). Tous ces théo-
rémes se démontrent, non par un simple appel & Pintuition, mais par les
définitions de Uindgalité et de la somme des segments et des angles. Que
ces définitions impliquent des éléments intuitifs, ce n’est pas 13 présen-
tement la question; il suffit que, ces définitions une fois posées, toutes
les propositions énoncées s’en déduisent logiquement.

2. ZrumervANN (op. cit.)a déja observé que ce n’est pas ladroite tout entiére
qui est la plus courte, mais bien la parlie de droite comprisc entre
deux points. C'estce quon appelle anjourd’hui segment
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c'est que la rectitude ost une qualité, et que la droite est le
sujet de cette qualité, Mais, a vrai dire, ces « calégories » sco-
lastiques n'ont pas de sens, appliquées aux entilés géométri-
ques. En réalité, la ligne droite est une figure : au point de
vue projectif (qu'on peut appeler, si 'on veat, qualitatif) ct
considérée dans. sa totalité, clle est absolument infinie, elle
comprend tous les points situés sur sa direction. Elle n’est pas
une grandeur; mais elle devient le support d'une série de
grandeurs (les longueurs) lorsque 'on y fixe des poinls, et
qu’on définit enlre eux cerlaines relations appelées distances.
On dira, par exemple, que, si le point B est entre A et G, la
distance AC est plus grande que les distances AB et BG, et
qu'elle est leur somme. Moyennant ces définitions de 'inéga-
lité et de la somme, les distances deviennent des grandeurs
mesurables. Y a-t-il 14 une « synthése » de la qualité et de la
quantité? Nous n’en savons rien; il y a la simplement la défi-
nition d’une espdce de grandeurs. Toujours est-il que celle
grandeur ne caractérise pas la ligne dreite comme telle : ce
n'est pas de la ligne droite tout enfiére, dans son infinité et
son unité indivise, qu’on peut dire qu’elle est « la plus courte ! »;
c’est sealement d’un segment de droite imité par deux points?.
Et quaud on dit que ce segment est plus court que toute ligne
brisée yant les mémes extrémités, on compare, au fond, un
segm_nt de droite & un autre segment de droite, et I'on affirme
que le premier est on peut étre contenu dans le second. La
relation d'inégalité (plus grand gue) se trouve done définie par
la relation de tout & partie, et le théeréme en question n’est
gu'une application de cette proposition : « Le tout est plus
grand que la partie », que Kant considérait comme un prin-
cipe, et méme comme un principe analylique. Ainsi, lorsque

1. Aussi cel axiome ou postulat : « Touté ligne droite peut étre pro-
longée », que Kant considére comme synthétique, est-il au contraire tout
ce qu'il y a de plus analylique : car la ligne droite doit &lre concue pri-
mitivement dans sa totalité infinie. La conception vulgaire de la droite
comme limitéc a évidemment une origine empirique et pratique gui lui
Ote toute valeur scientifique. ’

2. Gf. Z1MMERMANN, 0p. cil.
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Kant dit que ce théoreme : « Dans un triangle la somme de
deux cOtés est plus grande que le troisiéme » ne peut jamais
se déduire des concepts de ligne et de triangle (B. 39)!, il-a
parfaitemenl raison, car il n'y est pas question, en réalité, de
ligne ni de Lriangle; ce théoréme peul en effet se formuler
ainsi : « Etant donnés Lrois points quelconques, la distance de
deux d’entre eux est plus petite que la somme de leurs dis-
tances au troisieme. »

Dans son opuscule sur les Progrés de la Métaphysique (1791),
Kant donne comme exemple de jugement syntihélique le sui-
vant : « Toule figure & trois cOiés a trois angles », « car, dit-il,
bien que, quand je pense trois lignes droites comme enfermant
un espace, il soit impossible de ne pas penser en méme temps
par la trois angles, je ne pense pourtant pas du tout dans ce
concept du trilatére I'inclinaison des c6tés I'un par rapport &
I'autre, c’est-a-dire que je ne pense pas réellement le concept
d’angle en lui » 2. Comme on I'a déja remarqué?, c’est 1a une
errcur : le concept d'angle est contenu dans la nolion de
droites qui se coupent : or, comment pourraient-elles enfermer
un espace, si elles ne se rencontraient pas? De deux choses
I'une : ou bien I'on congoit le triangle & la maniére classique,
comme une figure finie, et alors on doit le définir : la figure
formée par 3 droites qui se coupent 2 3 2; dés lors, en vertu
d’un théoréme de Combinatoire, ces 3 droiles ont 3 intersec-
tions, et par suite déterminent 3 angles. Ou bien 'on congoit
fe triangle, au sens projectif, comme I'ensemble de 3 droites
situées dans un méme plan : et alors deux d’entre elles peu-
vent étre paralleles, ou méme toutes les trois*. Mais en méme

1. Cf. Rechéslehre, § 18 !: « Dass ich, um ein Dreieck zu machen, drei
Linien nehmen miisse, ist ein analytischer Salz; dass deren zwei aber
zusammengenommen grdsser sein mitssen, als die dritte, ist ein synthe-
tischer Satz. »

2. BEd. Harteastein, t. VIII, p. 882.

3. Richard Manno, Wesen und Bedeulung der Synthesis in Kant's Philo-
losophie, ap. Zeilschrift fir Philosophie u. phil. Kritik, t: 9%, p. 29-88 (1888).

4 D'ailleurs, comme ’a remarqué Micnaeuis (op. cit.), il est absurde de
décomposer le concept de triangle en deux concepts, celui de irois et

celui de ligne droite, comme si ces deux concepts étaient simplement jux-
taposés {combinés par la multiplication logique). Or c’est ce que fait

Courturat. — Les principes des mathématiques. 19
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tcmps on doit admettre que 2 droites paralieles ont un point
commun 4 Uinfini, et par suite 3 droites quelconques situées
dans un méme plan ont toujours 3 points communs deux a deux,
et délerminent ainsi 3 angles (qui peuvent étre nuls). Done,
dans tous les cas, la nolion des angles est bien contenue dans
la notion des 8 droites, ou dans celle du « trilatére » 1. Ail-
leurs Kant prétend que du concept de deux lignes droites
on ne peut pas déduire logiquement que deux droites n’enfer-
ment pas un espace (B. 63; cf. B. 209}; il oublie que c’est
12 pour Iui la définition méme de la droite, & savoir qu’il n'y
en a qu'une qui passe par deux points, et que par suite cetle
propriété dérive analytiquement du concept de droite? De
méme, il affirme que ce jugement : « Trois points sont situés
dans un méme plan » est synlhélique (B. 761); or il fait partie
de la définition méme du plan. Tous ces exemples prouvent
que la distinction des jugements analytiques et synthétiques
n'était pas plus claire ni plus solide, pour Kant lui-méme, en
Géométrie qu'en Arithmétique.

Kant dans le passage suivant: « II (e philosophe) peut réfléchir sur ce
concept (de triangle) aussi longtemps qu'il veut, il n'en tirera rien de
nouveau. Il peut décomposer et rendre distinct le concept de ligne droite,
ou celui d'un angle, ou celui du nombre trois, mais non parvenir & d’au-
tres propriétés qui ne se trouvent nullement dans ces concepls. » (A, 16,
B. 4.} C'est toujours la méme application aux concepts mathématiques
de la Logique traditionnelle qui n'est pas -faite pour cux. MicnAtLis
chservait déja que la méthode mathématique échappe completement aux
prises de la Logique classique, et que Kanta été dominé, dans sa concep-
tion de 'Arithmélique, par « des préjugés logiques ».

1. Chose curieuse, Kant parait 'avouer lui-méme ailleurs: « Qu'on donne
a un philosophe le coneept d’un triangle... Il n’a rien que le conceptd’une
figurc enfermée enlre trois lignes droites, et en elle (an ihr) le concept
d’autant d’angles. » (B. 743.) {I est plus explicite encore dans le passage
suivant : « Poser un triangle et en supprimer les trois angles, c’est contra-
dictoire = (B. 622). )

2, Il dit ailleurs gu'il n’y a aucune contradiction dans la notion d'une
figura enfermée par deux droites (B. 268); or celte notion est contradic-
toire avec Ia notion méme de droite. Dans les Prolégoméncs (Résoiulion
générale du probleme, {in) il cite comme jugement synthétique cette pro-
position : « Entre deux points on ne peut mener qu'une ligne droite »,
qu'il pread ailleurs pour définition de la droite (v, p. 218, note 1).
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LES DEMONSTRATIONS GEOMETRIQUES.

Enfin, pour prouver que les démonstrations géométriques
reposent sur l'intuition, Kant considére le théoréme connu :
« La somme des 3 angles d'un triangle est égale a 2 droits » *,
et il conslate que pour le démontrer on a recours & une cons-
truction; celle-ci a pour but de produire 3 angles qui soient,
d’une part, égaux aux 3 angles du triangle, et dont, d’autre
part, la somme soit intuitivement égale a 2 droits (B, 744).

1l semble done que, selon Kant, on ne puisse pas démontrer
un théoréme de Géométirie sans construire une figure et mener
des lignes auxiliaires, et que toute consiruction implique
nécessairement un appel a lintuition. Or ni 'une ni 'autre
de ces propositions n’est juslifiée. Pour commencer par la
seconde, une d émonstration géométrique n'est valable que si
elle ne repose pas sur un appel & Uintuition : tout le monde
sait qu’il ne faut jamais invoquer les propriétés apparentes de
la figure, et que l'on peat commeltre ainsi des sophismes dont
quelques-uns sont classiques® Il en est de méme des cons-
tructions auxiliaires : on ne doit pas mener une ligne, fixer un
point et invoquer ensuite leur position, sans démontrer que
ces éléments existent, et sont bien situés1a ot on les a figurés?,
D'ailleurs, quand on parle de construire telle ou telle figure,
c’est 1a une fagon de parler anthropomorphique, une métaphore
empruntée a la pratique : les figures que 'on trace, c’est-a-dire
que P'on réalise empiriquement, existent déja idéalement, en
tant qu’elles sont prédéterminées parles données de la question.
Quand on dit : « Joignons les deux points A et B », cela signifie

1. Théoreme qui, par un contraste piquant, était couramment cité par
les rationalistes (Descartes, Spinoza) comme le type de la certitude
logique.

2. Voir des exemples de ces sophismes dans Rouse BaLv, Récréations ef
problemes malhématiques, trad. Fitz-Patrick, p. 61 sqq. (Paris, [lermann,
1898).

3. Voir par exemple la démonstration de ce théortme : « Dans toul
triangle un angle externe est plus grand que chacun des angles interncs
non adjacents », dans Enpiques et Amauny, Elementi di Geometria, p. 61
(Bologna, 1903) :
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en réalité : « Les deux points A et B déterminent une droite,
en vertu de la définition méme de la droite. » Quand on dit :
« Prolongeons la droite AB », ¢’est 1a un accident empirique
de la figure tracée matériellement, car la droite AB est essen-
tiellement infinie. De méme enfin, quand, 2 droites orthogo-
nales étant données, on parle de mener par I'nne d’elles un
plan perpendiculaire & l'autre, on ne fait que réaliser ce qui
était impliqué dans Uhypothése : car 2 dreites sont orthogo-
nales, par définition, lorsque 'une d'elles est contenue dans un
plan perpendiculaire & Pautre (on démontre que cette propriété
est réciproque); par comséquent, le plan en question existait
dsja, par définition. Il en est de méme partout : on ne peut
construire (ulilemdnt et valablement) aucune figure qui ne soit
déja déterminée par les données ou les définilions. On ne fait
que réaliser empiriquement des élémenis préformés de la
figure idéale; et comme c’est sur celle-ci qu’on raisonne, on ne
lui ajoute rien & proprement parler; on ne construit, on ne
crée aucun élément, on le rend seulement sensible & mesure
qu’on en a besoin. (Pest comme si I'on repassait & 'encre un
dessin esquissé en traits presque invisibles au crayon. Aussi,
tout ce qu'on dit &ire vrai « par construction » peunt étre dit
vrai « par hypothése » ou « par définition?® ».

Ainsi, lors méme que les constructipns seraient indispensa-
bles, elles n’impliqueraient pas un appel a lintuition. Mais
elles ne sont pas si indispensables gu’on le croit, d’aprés les
« éléments » de la Géométrie synthétique. On a depuis long-
temps criliqué le earactére artificiel des démonstrations d'Eu-
clide?, parce qu'elles s’appuient sur des constructions parfois

1, Comme nous Pavons remarqgué (p. 144, et 160, notle 1) les postulats
et théoremes existentiels servent précisément 3 garantir Pexistence de
certaines entités determinées par certaines autres. Cf. ce que nous avons
dit des définitions génétigues (p. 192, note 2}.

2. On sait qu'ArxAuLp, dans la Logigue de Pori-Royal (IV, vin), soumet
la « méthode des Géometres » (c’est-a-dire celle d’Euclide) & une critique
gévere. On sait moins gu’il a composé des. Nouvedux Lléments de Géo-
mélrie (1687} oh il s'est eiforcé de remédier aux défauts de cette méthode,
et notamment de concilier Penchainement logique des propositions avec

leur ordre naturel. Gf. Karl Bore, Anfoine Avnauld als Mathematiker, ap.
Ablkandlungen zur Geschichte der math. Wiss., t. X1V, .
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compliquées et en apparence arbitraires, sur un échafaudage
de lignes auxiliaires, qui sortent de la figure donnée ety ajou-
tent des éléments tout & fait étrangers; il semble alors que
T'on ne puisse passer de I'hypothése & la conclusion que par
de longs circuits et par des efforts d'imagination; de telles
démonstrations sont parfois si détournées qu’elles paraissent
en effet étre, non pas des raisonnements réguliers et suivis,
mais des tours de passe-passe’. Mais on peut généralement
leur substituer des démonstrations beaucoup plus simples et
plus directes, fondées sur les propriétés intrinseques de la
figure donnée, et qui le plus souvent n’exigent pas le tracé
d’une seole ligne auxiliaire. Pour opposer exemple a4 exemple,
nous croyons devoir citer ici une démonstration de ce genre.
Nous 'empruntons & un ouvrage d’enseignement élémentaire,
congu cn dehors de tout esprit de systeme, et inspiré unique-
ment par le souci de la rigueur logique en méme temps que de
Pordre et de la clarté pédagogiques®.

« Quand deux plans sont perpendiculaires, toute perpendicu-
laire ¢ leur intersection dans I'un est perpendiculaire & Uautre.

« Car cette droile peut étre considérée comme l'intersection
du premicr plan par un troisitme qui serait perpendiculaire
sur l'intersection des proposés (93), par suite perpendiculaire
sur le second (107, 111). »

Cette démonstration, rédigée en une phrase, ne fait appel a
aucun fait d’intuition : elle n'est accompagnée d’aucune figure,
et, comme on voit, elle ne demande aucune construction. Eile
se référe simplement & trois propositions antérieures qu'elle
se borne & rapprocher et & combiner. Pour la comprendre, il
est nécessaire de connaitre ces propositions : ‘

« 95. Par un point d’'un plan contenant une droite, on ne
peut mener qu’une perpendiculaire a cetle droite : et cette per-
pendiculaire cst I'intersection du plan donné et du plan per-

1. Telle est par exemple la démonstration classique du théoréme de
Pythagore, qui ressemble & un jeu de patience ou & un casse-léte chinois.

2. Ch. MEray, Nouveauxr Eléments de Géométrie, n° 113 (Dijon, Jobard,
1903).
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pendiculaire & la droite donnée passant par le point donné.

« 107. Deux plans sont perpendiculaires quand 'un d'eux
contient une droite perpendiculaire & 'autre.

« 111. Quand deux plans qui sc coupent sont perpendicu-
laires & un méme troisieme, leur intersection lui est perpendi-
culaire. »

Revenons a la démonstration pour l'analyser et la déve-
lopper. L'hypothése comprend : deux plans perpendiculaires,
soient P et Q; leur intersection, soit la droite D; et la droite E
perpendiculaire 2 D dans P. La droite E est (en verlu de 93)
P'intersection du plan P par un plan R perpendiculaire & la
droite D. Mais (en vertu de 107) le plan R, perpendiculaire &
une droite D du plan Q, est perpendiculairé a Q. Les deux
plans P et R sont perpendiculaires & Q, done {en vertu de 111)
leur intersection E est perpendiculaire & Q; ¢. q. f. d.

Nous nous abstenons a desscin de faire une figure, car elle
est absolument inutile. On n’a pas besoin de voir les plans
P, Q, R, et les droites D, E; il suffit de savoir quelles sont
lears relations, et de leur appliquer pour ainsi dire automa~
tiquement les trois propositions 93, 107 et 111. C'est une
démonstration verbale, c’est-a-dire formelle. On pourrait
dépouiller de toute signification géométrique les entités
D, E, P, Q, R, ainsi que les relalions de perpendicularité et
d’appartenance qui les unissent; le raisonnement serait le
méme, et il serait tout aussi valable, du moment que les trois
propositions 93, 107 et 141 sont supposées vraies *. Cet exemple

1. On peut le prouver en représeniant cette démonsiration sous une
forme symbolique (trés grossiere). Désignons par ¢ la relation d’une droite
a un plan ol elle est contenue, et par 3 la relation de perpendicularité
{soit entre 2 droites, soit entre 2 plans, soit entre une droite et un plan).
Les hypothéses sont :

MWPLQ (3 DeP (3)DecQ (H)EecP . (H)E D
La proposition 93 se traduit par I'implication ¢
DeP.EcP.E 3 D.0.EcR. R D
La proposition 107 se traduit par I'implication :
Ri1D.D:cQo.RLQ
La proposilion 114 se traduit par Pimplication :
PiLQRLO.9:EcP.EcR 2. E1Q
On remarguera que, selon les regles de la méthode mathémalique,
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montre qu’une démonstration géoméirique peut (et doit) étre
unc déduction purement logique. I convient d’ajouter que le
théoréme en question n’est nullement un corollaire (¢’est-a-
dire une conséquence immédiate d'un autre), et que la démons-
tration que nous venons de citer n'est pas une exceplion : la
plupart des démonstrations conlenues dans le méme ouvrage
ont le méme caractére, et n'ont pas davantage recours i la
figure ni & la construction.

ROLE DE L’INTUITION EN GEOMETRIE.

Quant & celte assertion répél;ée de Kant, que la mathéma-
tique considére toujours le général dans le particulier, ¢t méme
dans le singulier et le concret, elle n'est pas justifiée. Méme
dans la Géométrie synthétique, a laquelle clle parait s’appli-
quer, si I'on trace une figure pour démontrer un théoréme, on
ne raisonne jamais sur les propriétés particulizres de la figure,
mais seulement sur ses propriétés générales, qui lui sont com-
munes avec toutes les figures de méme genre, visées par le
théoréme’. On n'invoque jamais, dans la démonstralion, les
propriétés intuitives de la figure particuliere que Yon consi-
dére, mais seulement les propriétés qui résultent de sa défini-
tion ou de sa construction, c'est-a-dire des hypothéses du théo-
réme. Kant dit que la mathématique représente « le général
in concreto (dans Vintuition singulitre).... par ou tout faux pas

toutes les hypotheses ont été utilisées. Représentons-les en cffet par
leurs numéros et numérotons leurs conséquences; la 1™ implication est :

(2). (4). (8). 0. (6). (1) (4)
La 2°est : (7). (3). 2. (8) (B)
La 3° est : (1). (8). 2 : (4). (6). 2. (9) (C)

Ainsi (2), (4) et (5) sont invoquées dans A, (3) dans B, et (1) dans C. De
méme, les conséquences intermédiaires ont &té employées : (6) dans Cj;
(7) dans Bj; (8) dans C. La conséquence (9) est la thése & démontrer.

1. Les empiristes prétendent que la Géométrie ne démontre jamais ses
théortmes que sur des cas particuliers, et qu’on devrait ajouler & chaque
théoréme cette mention : « La méme démonstration pourrait se répéter
de loute autre figure analogue. » Mais si c'est la méme démonstration, il
est inutile de la répéter : ct, d’ailleurs, elle ne peut éire la méme que si
elle porte sur la méme figure idéale et générale.
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devient visible » (B. 763). Il y a 1a une équivoque. $'il s'agit
de la méthode de I’Algébre, il a raison de dire que les signes
sensibles préservent de l'erreur, comme Leibniz I'avait déja
remarqué. Mais s'il s'agit de la méthode géométrique, les
fizures ne peuvent, tout au conlraire, qu'induire en erreur;
car la prétendue « évidence » inluitive peut dissimuler une
faute de raisonnement ou un postulat. Cela prouve, en passant,
qu'il n'y a aucune analogie entre ces deux sortes d'intuition.
Ainsi Uintuition géométrique n’est pas, tant s’en faut, une
garantie de vérité ou du moins de rigneur logique. On peut
raisonner juste sur une figure inexacte ou méme fausse; on
peut mal raisonner sur une figure bien construite, car on peut
invoquer une propriété vraie, mais empirique, qui ne résulte
pas des définitions ou des hypathéses. Qu’est-ce & dire, sinon
que l'intuition ne doit avoir aucune part réelle dans les raison-
nements géométriques, et que ceux-ci, pour étre rigoureux,
doivent éire purement logiques? Un appel & lintuition (celte
intuition fat-elle a priord) ne se distingue pas, en bonne méthode,
d'une constatation empirique, et n’a pas plus de valeur. On
peut déterminer le nombre = en mesurant le contour d'un
cercle matériel; Archimede, dit-on, a trouvé la quadrature de
la parabole en pesant des lames taillées suivant cette courbe;
ce sont la des procédés évidemment étrangers & la méthode
mathémalique, mais ils ne le sont pas plus que ne le serait un
appel a Uintuition .

Dira-t-on que les raisonnements géométriques portent, non

1. Nous avens déja fait valoir contre Kant eerlains arguments que T'on
emploie d'ordinaire contre les empiristes. Cest qu’en effet il n’y a pas de
diférence essentielle entre la thése qui fait reposer les vérités géomé-
triques sur Pintuition empirique et celle qui les fait reposer sur une intui-
tion @ préori. Clest toujours Pintuition qu’on invoque, ¢’est-a-dire la repré-
sentation singulizre d’une figure unique et parfaitement déterminde.
Kant lui-méme nous autorise 2 assimiler les deux sortes. d'intuition,
quand il dit : « Je construis un triangle, en représentant 1’objet corres-
pondant & ce concept, soit par la seule imagination dans Pintuition pure,
soit d’apres celle-ci (Pimagination) sur le papier dans Pintuition empi-
rigue, mais les deux fois entitrement a priori, sans en avoir emprunté
le modsle & une expérience guelconque » (B. 741}, Nous avons donc le

droit d'assimiler le' triangle représenté dans Pimagination au iriangle
tracé sur le papier. (Cf. B. 65.)
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sur des images, mais sur des schemes? Cela résoudrait la diffi-
culté, car,'tandis que les images sont particulieres, les schémes
sont généraux comme le concept lui-méme; Kant dit que nos
« concepts sensibles purs » (c’est-a-dire les concepls géométri-
ques) reposent, non sur des images, mais sur des schemes,
parce qu'aucunc image ne peut étre adéquate au concept de
triangle ni atteindre & sa généralité (B. 180). Mais, d’abord,
celte théorie parait difficile & concilier avec 1’assertion répétée
que la mathématique eonstruit ses concepts in concreto (B, 743),
qu’elle considére le général dans le singulier (B. 742). Cepen-
dant on lit au méme endroit : « La figure singuliére qu'on a
dessinée est empirique, et cependant elle sert & exprimer le
concept malgré sa généralité, parce que dans cette intuition
empirique on ne regarde jamais que l'acte de la construction
du concept, auquel sont tout 4 fait indifférentes bien des déter-
minations, comme la grandeur des cotés et des angles, et par
suite on fait abstraction de ces diversités, qui ne changent pas
le concept du triangle » (B. 742). Ce passage prouve que Kant
a vu la difficulté, mais non qu'il ait résolue!. Car de deux
choses l'une : ou bien 'on raisonne sur la figure singuli¢re
(dans l'intaition a priori ou empirique, peu importe), et alors le
raisonnement mandque :completement de généralité; ou bien
on raisonne sur le schéme général dont cette figure n’est qu'une

1. De méme on peut trouver des passages ou il semble reconnaitre que
Pentendement est la source des vérités géométriques, ou du moins que
Punjté synthétique de Iespace est d’ordre intellectuel (B.- 160, nole;
cf. Prolégoménes, § 38). Mais on ne voit pas comment cetle concession &
Pintellectualisme est compatible avec sa thése constante, que les jug.-
ments synthétiques a priori ne sont possibles qu’en tant.que fondés sur
une intuition. Cette concession méme vient de ce gue, selon Kant, la géo-
wélrie considére espace géométrique, non comme une simple forme de
Iintuition, mais comme un objet (B. 160, note); mais elle. parait contre-
dite par un autre passage : « L’espace est simplement la forme de lin-
tuition externe (intuition formelle), mais non un ohjet réel, qui peut étre
percu extérieurement » (B. 457, note). Toules ces inconséquences provien-
nent de la confusion perpétuelle (fort bien mise en lumiére par M. Var-
HINGER) entre la forme de lintuition et Pintuition pure (B. 160). Il n'y a
en clfet aucune raison pour que la forme de lintuition soit elle-meéme
une intuition. On pourrait peut-étre résoudre par la les difficullés de la
doctrine kantienne : I'espace et le temps seraient des formes d’intuition,
mais des formes intellectuelles, et non sensibles.
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image, et alors on ne peut plus dire que la mathématique ne
considére le général que dans le particulier et le concret. On
ne peut méme plus dire qu’elle le considére dans l'intuitivn,
car un schéme est un procédé général, une regle de construc-
tion, et non une construction toule faite, qui serait, de I'aveu
de Kant, « un objet singulier » (B. 741); ct alors nous ne
voyons pas en (uoi il se distingue du concept, dont il partage
la- généralité et l'indifférence & 1’égard des déterminations
particuliéres sans lesquelles il n’y a pas d'intuition?. Clest le
concept lui-méme qui constilue cette régle générale de cons-
truction, étant donné surtout que les concepts géométriques
ne sont jamais définis per genus ef differentiam, mais le plus
souvent per generationem. Tout produit de Yimagination est
particulier, et I'on ne peut imaginer un triangle sans lui assi-
gner une forme déterminée. Si le scheme est général, il ne
peut étre un produit de I'imaginalion. Le schéme est done un
intermédiaire au moins inutile entre le concept et I'image.
Dans tous les cas, si I'intuition intervient, & titre de simple
auxiliaire, dans Ja Géométirie synthétique, elle n’intervient
presque plus dans la Géométrie analytique, encore moins dans
la Géomaétrie projective et les divers Calculs géométriques. En
Géométrie analytique, on raisonne aun moyen d’équalions
générales qui représentent indifféremment toutes les figures
d’une méme espéce, et si on a recours & l'intoition pour éla-
blir ces équations, on s’en passe complétement pour toules les
déductions qu'on en tire. En Géométrie projective, on raisonns
direclement sur les figures, mais en les concevant dans toule
leur généralité, et en faisant abstraction de toutes leurs parti-
cularités intuitives; par exemple, on raisonnera sur la conique
en général, sans avoir & spécifier ellipse, la parabole et 'hyy:er-
bole, et méme sans pouvoir les distinguer. De méme, on ne
distinguera pas des droites ou des plans paralleles de droiles
1. Rappelons la définition kantienne de Vintuition : ¢’est le mode de

connaissance (ui se rapporie immédiatement aux objels, et par lequel
ils nous sont donnés individuellement. Cf. Logik, § 1 : « Die Anschauung

ist cine einzelne Vorstellung {reprasentatio singularis), der Begri{l eine
allgemeine... oder veflectirie Vorstellung... »
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ou plans qui se coupent, c’est-a-dire qu'on néglige et que I'on
considére comme indifférents ces faits d'intuition auxquels la
méthode synthétique d’Euclide s'attache presque exclusive-~
ment, Enfin, dans les divers Calculs géométriques, on définit
méme les figures fondamentales comme des combinaisons
algébriques de points (¢'est-a-dire d’éléments indéfinissables),
et I'on raisonne sur elles au moyen d’algorithmes formels ana-
logues a celui de I'Algebre. Dans toules ces doctrines, on n'in-
voque jamais, dans les démonstrations, les propriétés intuitives
des figures, et I'on n'emploie jamais ces construclions auxi-
linires qui sont, en Géométrie synthélique, comme les béquilles

du raisonnement; on a pu écrire des trailés entiers suivant ces
méthodes sans une seule figure, ce qui montre bien que I'on

n’a pas besoin de I'intuition, ¢t qu'on ne raisonne plus sur des
cas singnliers !,

Dans les Prolégoménes (§ 12), Kant invoque ce fait, que
'égalité géométrique consiste en derniére analyse dans la
superposition, qui est un phénoméne d’intuition. 1l oublie que,

1. 1l est intéressant de rappeler ici lopinion de ScmopENEAUER sur le
méme sujet, car elle est manifestement dérivée de la docirine de Kant.
Schopenbauer estime que la Géométrie devrait renoncer a la prétention
de démontrer ses théoremes, et imiter I'Arithmétique, qui repose .tout
entigre sur I'intuition du temps, sur I'acte du dénombrement. (CL. Qua-
druple racine du principe de raison suffisante, § 39 : « Toute proposilion
géomélrique devrait étre ramenée & la perception intuitive, et la démons-
tration consisterail & faire bien clairement ressortir Penchainement qu'il
s'agit de saisir. ») Il trouve que la méthode logique des géometres con-
fine & la « niaiserie »: quelle manie étrange de chercher une certitude
médiate pour ce qui offre une certitude immédiate! Pour lui, la Géomélirie
non euclidienne est un fruit et une preuve de cet abus de la Logique,
de celte rage de tout démontrer, de déduire chaque chose d’autre chose.
Si Pon cherche en vain une démonstration du postulatum d’Euclide, c'est
qu'on ne peut rien trouver de plus évident. La Géométrie non euclidienne
est la parodie et la caricature de la méthode d’Euelide (Le monde comme
volonté et comme représentation, t. 11, ch. xi; cf. t. I,-§ 18). Ces attaques
contre la méthode des Géomaires et contre la géomélrie non euclidienne
jugent Schopenhauer comme mathémalticien. Mais son exemple nous
autorise & dire que sa conception de la Géomélrie, comme fondée sur Vévi-
dence intuitive directe, est « la parodie et la caricature » de celle de Kant.
On en peut dire autant de sa conception de I'Arithmétique : « Tout
nombre présuppose les nombres qui le préceédent, comme ses raisons
d’étre; je ne puis arriver au nombre dir que par tods les nombres qui
le précedent... » (Quadruple racine, § 38), que SkypEL a fort bien réfutée
(op. cit.). ’
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1a ot 'on emploie cette méthode (dont les géometres modernes
les plus rigoureux s'abstiennent totalement}, on ne se borne
pas & constaler de visu la superposition; on démoutre qu'elle
doit avoir lieu, c'est-2-dire que les deux figures & superposer
sont déterminées d’une manidre univoque par les éléments
donnés : de sorte que de V'identité de ces éléments on peut con-
clure identité des figures totales. Or celle détermination uni-
voque repose sur la définition méme des figures; par exemple,
du fait que deux droites ont deux points communs, on con-
clura qu'elles coincident : ce n'est pas l& une constatation
intuitive, mais une conséquence logique de la définition de Ja
droite; et ainsi de suite .

LE PARADOXE DES OBJETS SYMETRIQUES.

Mais ici on peut nous objecter le fameux paradoxe des objets
symétriques? Il y a des figures (& 3 dimensions) qui sont
« semblables et égales » dans tous leurs éléments, et pourtant
« incongruentes », c’est-a-dire qui ne peuvent coincider : lels
sont les triangles sphériques opposés, les hélices dextrorsum et
sinistrorsum, les deux cotés du corps humain, les deux oreilles,
les deux mains, ete. Cetle différence, selon Kant, ne peut élre
définie ni expliquée par aucun concept, mais seulement par
Pintuition, et elle prouve la nature intuitive des figures géo-
mélriques et de I'espace lui-méme.

Il n’est peul-étre pas inutile'de remarquer, d’abord, que ce
paradoxe avait été invoqué auparavant par Kant pour prouver
une thése toute différente, et presque contraire, celle de l'es-
pace absolu® La diversité des chjets symélrigues ne pourrait
s'expliquer par leurs relations internes (qui sont identiques),
et ne serait concevable que par leur rapport & espace absolu*.

i. Cf. les recherches de Leibniz de determinanlibus et determinatis et de
Unico (V. La Logique de Leibniz, ch. vu, § 10).

2, Dissertation, ili, 18, C (1710); Prolégomsenes, § 18; Melaph. Afangs-
griinde der Naturwissenschaft, ¢h. 1, Déf. 11, scolie 111

3. Von dem ersten Grunde des Unterschiedes der Gegenden im Raume

{1168}, )
5. Comme le remarqgue M. Vaimmses (11, 522, 526), cetle idée reparaft
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Ainsi du méme fait il a conclu d'abord & la réalité, puis a
I'idéalité de I'espace. Cela fait présumer que, dans les deux
cas ou tout au moins dans l'un d’eux, 'argument n’est pas
probant f. 1 serait intéressant de rechercher comment Kant a
pu employer le méme argument lour & tour en des sens si
divers. Nous croyons qu’on en trouverait I'explication dans son
opposition & Leibniz : dans le premier cas, il soutient la thése
newtonienne de I’espace absolu contre la thése leibnizienne de
la relativité de l'espace; dans le second cas, il soutient la
nature intuitive de Pespace contre 'intellectualisme de Leibniz,
qii y voyait un ordre purement intelligible. Mais cette ques-
tion historique et psychologique sort de notre sujet. Il s’agit de
savoir quelle est la valeur de I'argument tel qu’il est présenté
dans les Prolégoménes.

Nous croyons que 'argument péche par la prémisse : « il n'y
a pas la de différences intrinséques qu’un entendement quel-
conque puisse seulement concevoir ». Cette prémisse suppose
qu’il n’y a pas entre les éléments des figures d'antres relations
que des relalions de grandeur : or c’est 1» une erreur. Il y a
aussi des relations d'ordre, et ce sont ces relations d’ordre
qui difféerent, ou plutot qui sont inverses dans les figures symé-
triques. Dira-t-on que ce sont des relations purement intuitives
et logiquement indéfinissables? Ce serait encore une erreur :
car toutes les relations d’ordre peuvent se définir au moyen de
la Logique des relations. Au fond, deux ordres inverses I'un de
Pautre correspondent & des relations converses I'une de V'autre;
et la conversion des relations est une opération logique abso-
lument indépendante de I'intuition 2. Il y a done une différence
parfaitement intelligible et purement logique entre deux figures
symétriques : c’est ce que Kant néglige quand il dit qu’elles
sont « semblables et égales » dans toutes leurs parties et dans

dans une phrase des Prolégoménes, ou Kant affirme que dans I'espace les
parties ne sont possibles que par rapport -au tout.

1. C’est Vopinion de M. Vamnmger-(t. I, p. 527).

2. Par exemple, on congoit fort bien que la relation de principe & con-
séquence est inverse de celle de conséquence & principe, sans avoir
besoin de la « construire » dans le temps ou dans Vespace.
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toutes leurs relations internes; lears parties sont bien égales
{et par suite semblables), mais non pas « semblablement dis-
posées »; en d’autres termes, toutes les relations de grandeur
sont les mémes, mais les relations d'ordre sont inverses.

Pour préciser, voici comment, en fait, on parvient a définir
progressivement les figures solides symétriques. On distingue
deux sens opposés pour les segments dirigés ou vecteurs d’une
méme droite, et on leur fait correspondre respectivement les
nombres positifs et négalifs. On distingue de méme deux sens
opposés pour les angles d’un méme plan. Deux segments ou
deux angles égaux (donc de méme sens) peuvent coineider par
un simple glissement; deux segments ou deux angles symé-
triques (de sens contraire) ne le peuvent pas. Il en est de méme
pour les triangles dirigés (c’est-i-dire doués de sens) situés
dans un méme plan. La symétrie des lriedres est tout & fait
analogue a celle des triangles; seulement la figure a une
dimension de plus, de sorte que les triédres symétriques ne
peuvent coincider par un déplacement dans I’espace & trois
dimensions. Plus généralement, on distingue des segments
(paralleles), des angles (d’un méme plan) et des triédres homo-
taxiques et antitaxigues, suivant qu'ils sont disposés dans le
méme Sens ou en sens contraire (sur la droite, sur le plan, dans
I'espace?). Or pour transformer un trigdre donné en un triedre
antitaxique, comme pour transformer un angle plan en un
angle antitaxique, il suffit de changer le sens d’un de ses cotés,
¢'est-a-dire de remplacer une demi-droite par son opposée (de

i. Voir dans Mgnsy, Nouveauxr Elémenls de Géométrie, la définilion de
Phomotaxie et de Panlitaxie des segments (132), des angles (177), des
angles diddres (192), des triangles (217), des triddres (34%), des télratdres
{3170). D’autre part, on appelle isoméres les figures dont les éléments sont
égaux chacun a chacun; et I'on démoalre que, pour qgue deux figures
soient égales (superposables), il faut et il suffit qu'elles soient & la fois
isoméres et homolaxiques (373). Si elles sont isoméres eb anlitaxiques,
elles sont symétrigues (£18). Cela est également vrai: 1° des segments
assujettis A rester sur une méme droite; 2° des angles, triangles, poly-
gones... assujettis & rester sur un méme plan; 3° des triedres, tétradgdres,
poly2dres... situés dans le méme espace 2 3 dimensions. Tous les cas
d’antitaxie procedent de ce fait primordial, qu'il y a deux sens contraires
sur une droite, et deux sens conlraires de rotation dans un plan.
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changer le signe 4-en signe — sur un des axes). Ainsi 'anti-
taxie peut se définir par la simple distinction des deux sens
d’un segment, et peut se réduire 3, Popposition primordiale des
segments positifs et négatifs sur une droite. Que cette opposi-
tion n’ait rien d’intuitif ni de propre & l'espace, c’est ce que
n'aurait pu nier l'auteur de 1'Essai d’introduction du concept
des grandeurs négatives dans la philosophie (1763), puisqu’il
prétendait ramener toutes les oppositions réelles, méme psy-
chologiques (plaisir et douleur) et morales (mérite et démérite)
a I'opposition des grandeurs positives et négatives. Si donc le
paradoxe de Kant prouve quelque chose, c’est que Pespace est
le substratum de relations d’ordre, et que par suite il n'est pas
une grandeur pure, mais aussi et surtout un ordre, ce qui est
~ au fond la thése méme de Leibniz que Kant croyait réfuter?.
Cette question doit éire soigneusement distinguée de celle-ci,
qui parait lui avoir donné naissance? : « Pourquoi le monde
réel a-t-il telle orientation plutdt que orientation opposée?
Pourquoi, par exemple, les planétes tournent-elles de droite &
gauche autour du soleil? » A une telle question il n'y a pas de
réponse, parce qu’elle n’a pas de sens; et elle n’a pas de sens
précisément parce que Iespace n'est pas absolu, et ne com-
porte pas de différences qualitalives et intuitives. Si Pespace
était absolu, il devrait y avoir une raison pour que les planétes
tournent de droite & gauche plutét que de gauche i droite;
mais s'il n'y a pas de raison a ce fait (et il n’y en a évidem-
ment pas), c'est que I'espace n'est pas absolu®. Du reste, les
deux sens sont indifférents et indiscernables, car si les planétes
tournent de droile & gauche pour un observateur placé dans le

1. On voit ce qu’il faut panser de cette assertion de Kant, que les
axiomes de la Géométrie « ne portent proprement que sur des grandeurs
comme telles » (B. 204). Cetle these est d’ailleurs démentie par toute la
Géométrie moderne, dont la plupart des axiomes portent au contraire sur
Pordre et la situation. Voirpar ex. D. Hiwsent, Grundlagen der Geometrie
1899).

2. Correspondance cnirve Leibniz et Clarke, qui, selon M. Vamrxcrg,
aurait exercé une grande influence sur le développement de lapensée de
Kant (II, 433, 414, 436, 503, 530).

3. C’est ce que Leibniz soutenait contre Clarke et Newton (111, 5).
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soleil la téte au N. et les pieds au S., elles tournent de gauche
a droile pour un observateur placé dans la position inverse.
Aigsi la distinction des deux sens est relative a la distinction
du N. et du S. qui est elle-méme relative; cariln’y a ni haut
ni bas dans 'univers.

On dira peut-étre que, malgré tout, la différence des objets
symétriques est quelque chose d'indéfinissable, el que ee qui
le prouve, c’est I'impossibilité ou nous sommes de la définir
autrement que par référence & des cas partieuliers, ¢’est-a-dire
a Pintuition : nous sommes obligés en effet de nous servir des
termes de droite et de gauche, qui sont relalifs & notre propre
corps, que nul ne peut définir, et gui ne peuvent étre distin-
gués que par un sentiment immeédiat et inanalysable. A cela
nous répondrons que cet argument porte, non plus sur la pos-
sibilité de distinguer intellectuellement les figures symélriques,
mais seulement sur les moyens que nous employons pour les
distinguer dans le langage; ¢’est-a-dire pour les désigner aux
autres. Dans Popuscule : Was heisst sich im Denken orientiren?
{1786), Kant soulient qu'on ne peut g'orienter, ¢’est-a-dire dis-
tinguer les quatre points cardinaux, qu'au moyen du sentiment
subjectif de la droite et de la gauche; et il ajoute : « Je Pap-
pelle un sentiment, parce que ces deux cOtés ne présentent
extérieurement dans lintuition aucune différence sensible »
{Ed. Hart., 1V, 341). I oublie qu'il y a une différence parfaite-
ment sensible et absolument objective entre les deux demi-
droites opposées qu'un point détermine et sépare sur une
droite indéfinie, attendu qu'clles n’ont pas d'autre point
commun. Il y a 13 une distinction intelligible et bien claire, et
non une simple distinction de sentiment. Les dénominalicns
de droite et de gauche ne servent nullement & les distinguer,
mais simplement & les désigner verbalement. De méme, nous
nous servons des indications géographigues ou anthropomor-
phiques de nord et de sud, de haut et de bas, pour désigner les
deux sens inverses d’une droite (d'un axe de coordonnées), ou
de V'expression : « sens des aiguilles d'une montre » pour
«désigner les deux sens possibles d'une rotation sur un cercle;
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et pourtant deux droites de sens inverses, deux cercles décriis
en sens inverses, peuvent étre amenés & coincider. Ainsi la
nécessité pratique o nous sommes de faire appel a des don-
nées intuitives pour désigner les figures symétriques n’est nul-
lement liée & leur incongruence, et ne prouve pas que, méme
dans le cas de I'incongruence, nous ne puissions pas discerner
les figures symétriques sans recours & I'intuition.

Les PRINCIPES DE LA GHOMETRIE.

Au surplus, la reconstruction logique de la Géométirie n’est-
pas simplement une possibilité idéale, mais un fait réalisé par
les travaux des géometres contemporains!. Il est donc désor-
mais établi que les démonstrations géométriques sont (c'est-a-
dire peuvent et doivent étre) analytiques, et que la Géométrie
peut et doit se déduire Lout entiére logiquement d'une ving-
taine de postulals. Reste & savoir quelles sont L'origine et la
valeur des postulals. C'est 14 une question encore controversée,
et que la Logique formelle n'est pas compétente pour résoudre.
Ce qui est str, c’est que les postulats de la Géométrie ne peu-
vent pas se déduire, comme les axiomes de I'Arithmétique, des
principes de la Logique : et la preuve en est qu'il n'y a qu'une
Arithmétique, tandis qu’il y a plusieurs Géométries (logigque-
mené possibles). Sans doute, chacune de ces Géométries se
construit analyliguement sur un ensewble de postulals qui la
caraclérisent et la déterminent enlitrement; chacune d’elles
se présente comme un'systéme hypothético-déductif, selon
I'expression de M. Mario Pigni, c’est-a-dire comme un ensemble
de propositions logiquement enchainées qui dépendent de

4. Voir notamment Mario Pien1 : [ Principii della Geomeiria di posi-
zione, composti in sislema logico deduttivo; Della Geometria elemenlare
come sistema ipotetico- deduttivo; ap. Memorie della R. Accademia delle
Scienze di Torino, série I, t. XLVIII et XLIX (1898, 1899); et Sur la Géo-
métrie envisagée comme un systéme purement logique, ap. Bibliothéque du
Congros de Philosophie, t. 111, Selon cet auteur, la Géométrie est « I'étude
d’un certain ordre de relations logiques », completement affranchie de
Pintuition, et revétant Ja forme « d’une science idéale purement déduc-
live et abstraite, comme I’Arithmétique ».

Couturat. — Les principes des mathématiques 20
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quelques hypothéses, et qui seront vraies dans le cas et dans
la mesure ol ces hypotheses seront elles-mémes vérifiées. Une
fois ces hypothéses admises, la Logique pure régne dans cha-
cune de ces Géométries; au point de vue logique, elles sont
équivalentes et indifférentes. Il ne faut pas croire qu'elles
soient incompatibles : elles ne le seraient que si elles portaient
sur le méme objet ou ensemble d'objets {(un espace); mais, en
elles-mémes, elles ne portent sur aucun objet et n'en impli-
quent aucun, puisqu’elles sont purement hypothétiques®. Ce sont
des syslémes d'implications formelles qui n’affirment pas plus
leurs hypothéses que leurs conclusions. Or ces hypothéses, ce
sont les postulats; ceux-ci ne font donc pas partie, & propre-
ment parler, des propositions, des assertions qui constituent
chague Géomélrie : ils sont considérés a titre problématique
comme des hypothéses gratuiles (nous ne disons pas arbi-
traires, car il o’y a rien d'arbitraire dans les Mathématiques,
en dehors des définitions... et encore!l). En ce sens, les diverses
Géométries font partic des Mathématiques pures, ce sont des
sciences déductives ct purement analytiques, en tant qu'elles
portent sur des espaces idéaux et simplement possibles. Chose
curieuse, la Géométrie moderne a exactement réalisé I'idéal
que Kant avait prévu et défini & vingt-irois ans, dans son pre-
mier ouvrage, alors qu’il était encore tout imprégné de pensées
leibniziennes : « Une science de toutes les espéces possibles
d’espaces serait sans doute la Géométrie Ja plus haute qu'un
entendement fini pat entreprendre®. »

Mais, en un autre sens, la Géométrie cesse d’étre une science
analytique et une mathématique pure : c'est lorsqu’ells s’ap-
pligue & un objet particulier, I'espace actuel, et en implique
I'existence. A ce point de vue, il n'y a plus qu'une Géomélrie
admissible, et il faut nécessairement faire un choix entre toutes
les Géométries logiquement possibles. D’ailleurs, d’aprés ce
que nous avons dit, faire ce choix se réduil & choisir entre les
divers systemes de postulals qui commandent respectivement

1. Voir la phrase si caractéristique de M. Pascu, citée p. 156, note 1.
2. Gedanken von der wahren Schdtsung der lebendigen Krifle, $10 (1747).
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les différentes Géométries, c’est-a-dire & affirmer que tel sys-
téme est vérifié par Uespace actuel ou par le monde réel : une
telle affirmation cst évidemment synthétique, au sens que nous
avons défini, en ce qu'elle dépasse les bornes de la Logique
formelle. A qui appartient-il de faire ce choix, ou qu'est-ce qui
le détermine? C'est la seule question qui puisse encore donner
lieu & controverse. La plupart des malhématiciens pensent que
c’est 'expérience qui nous apprend quels sont les postulats
qui sont effectivement vérifiés dans notre monde; les postulats
seraient des lois inductives, des résumés d'innombrables expé-
riences, et par suite la Géométrie serait une science inductive
et expérimentale, la premiére, c'est-a-dire la plus abstraite et
la plus simple des sciences physiques. Dans cctte théorie, les
jugements géométriques seraient simplement synthétiques
a posteriori. Mais, pour d'autres, l'expérience serait impuis-
sante, ou plutét incompétente, & dicider entre les diverses
Géométries, altendu qu’une méme expérience, un méme
ensemble de fails, pourrait se couler et s'interpréter dans les
divers systémes que nous offre la Géométrie pure. Notre choix
ne serait donc pas imposé par V'expérience, mais guidé par des
raisons de « commodité ». Or, comme il s’agil évidemment ici,
non pas d'une commodité empirique ou pratique, mais d'une
commodité intellectuelle, on peut présumer que ces raisons de
« commodité », si on les précisait et analysait davantage, se
réduiraient & des raisons... rationnelles, c'est-a-dire des juge-
ments synthétiques a priori. Et ce qui semble confirmer cette
présomption, c'est le caractére éminemment rationnel des
deux propriétés esscntielles de I'espace euclidien : 1° la possi-
bilité de déplacer une figure invariable sans la déformer, qui
constitue en somme le principe d’identité de la Géométrie (la
méme figure peut exister en des licux différents); 2° la possi-
bilité des figures semblables, ‘qui constitue ce que Delboeuf
appelait I'indépendance de la forme et de la grandeur (la méme
forme peut exister & des échelles différentes). Seulement ces
jugements synthétiques a priori ne seraient pas fondés, comme
le pensait Kant, sur une intuition sensible (fat-elle pure),
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mais sur des nécessités ou tout au moins des convenances
ralionnelles, de sorte que cette thése donnerait raison bien
plutot a Pintellectualisme leibnizien qu'a I « intuitionisme »
kantien.

Néanmoins, & coté de ces postulats d'un caractere intellec-
tuel, il y en a au moins un, celui relatif au nombre des dimen-~
sions de notre espace, qui ne parait pas pouvoir s’expliquer de
la méme manidre, ni avoir aucune raison d’étre intelligible. 1l
semble bien que ce soit 12 un fait d'intuition inexplicable et
irréductible, qui s’impose pratiquement & tous les hommes
d’'une maniére irrésistible, soit qu’il provienne de la constitu-
tion subjective de notre sensibilité, soit gu’il traduise plus ou
moins symboliquement une propriété objective du monde exté-
rieur. Si donc il y a un postulat qui paraisse justifier la doc-
trine kantienne, c'est bien celui-1a. Entre les deux théories que
nous venons de citer, nous n’avons pas la prétention de
décider. Mais peut-&tre la solution 1a plus probuble du pro-
bleme est-elle intermédiaire et mixte : certains postulats
seraient d'origine intellectuelle, et certains autres d’origine
intuitive. L'espace serait alors, non plus une simple forme de
la sensibilité, mais une forme assez complexe organisée
par des principes intellectuels avec des éléments d'ordre
intuitif.

Quoi qu'il en soit, tandis que PArithmétique dément la
théorie kantienne, c’est dans la Géométrie que cette théorie
a le plus de chances de subsister. Ce résultat est contraire a
Popinion d’un grand nombre de mathématiciens, qui préten-
dent que linvention des géométries non euclidiennes a réfuté
la doctrine kantienne; ces auteurs, apparemment peu familiers
avec la pensée de Kant, croient que sa doctrine implique qu’il
'y ait qu'une Géométrie logiquement possible, ce qui est faux;
Iexistence de plusieurs Géométries possibles est bien plutdt un
argument en faveur de la thése kantienne, que les jugements
géométriques sont synthétiques et fondés sur l'intuition?.

1. Cf. A. RignvL, Helmholtz in seinem Verhdlinis zu Kant, ap. Zu Kanl's
Geddchinis (Kantstudier, 190%).
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M. RusseLr! a vu beaucoup plus juste en disant que ce qui a
ruiné la philosophie kantienne des mathématiques, ce n’est
pas - la Géométrie non euclidienne, mais la reconstruction
logique de I’Analyse, ce que M. KLeiv a appelé arithmétisation
des mathématiques?®. ‘

LES ANTINOMIES.

Nous ne parlerons pas ici de I'antinomie de la raison pure,
non seulement parce que nous I'avons discutée ailleurs et que
nous n'avons rien & ajouter ni  changer a cette discussion 3
mais encore parce qu'elle n’a pas d’importance réelle pour
notre sujet. Kant croyait que I'antinomie de la raison pure
portait sur la nature de I'espace et du temps et confirmait la
thése de l'idéalité de ces deux formes. Mais, en réalité, les
prétendues contradictions ot la raison s’engagerait inévitable-
inent en spéculant sur le monde proviennent toutes d’une
nolion inexacte de l'infini et des préjugés traditionnels relatifs
a cette notion*; elles ont perdu toute espéce de fondement
depuis que cefte notion a été élucidée et rigoureusement
définie. D'ailleurs, s'il est juste de reconnaitre que Kant n’a
pas été dupe des sophismes les plus grossiers des finitistes, il
faut avouer qu’il n'a pas eu de l'infini une notion claire et
constante *; car, tandis que dans I'Esthétique transcendentale il
consideére I'espace comme « une grandeur infinie donnde »
(A. 23, B. 39), et donnée dans une intuition simullanée, dans
P'Antinomie il définit I'infini par le fait que « la synthése succes-
sive de I'unité dans la mesure d’'une quantité ne peut jamais

1. The principles of mathematics, § 149, p. 158,

2. F. Kuewy, Sur DParithmétisation des mathématiques, ap. Gobtinger
Nachrichten, 1895; trad. ap. Nouvelles Annales de mathématigues, 3° série,
t. XVI (mars 1897).

3. De linfini mathématique, 2° pariie, liv. 1V, ch. .-

4. Clest ce qu'a montré notamment Wunpr : Kant's kosmologische Anii-
nomien und das Problem der Unendlichkeit, ap. Philos. Studien, t.11 (1885).

5. 11 faut signaler, cependant, qu’une fois au moins il a trouvé la juste
définition de Pinfini : « L'infini est ce qui n’est pas diminué par la sous-
traction d’une partie finie ». Allgemeine Naturgeschichle und Theorie des
Himmels (1755), comm* de la 3° partie (Hartenstein, I,:332). Malheureuse-
ment il ne s’y est pas tenu.
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dtre achevée » (A. 430-32, B. 458-60} . On retrouve ici limmix-
tion malencontreuse et illégitime de 'idée de lemps, soit dans
le nombre, soit méme dans la grandeur. On peut done dire que
Kant introduit lui-méme dans la notion d'infini la contradic-
tion qu'il croit y découvrir, et lui retourner le reproche qu'il
adressait avee raison aux finitistes de son temps (et de tous les
temps) : « Confingunt nempe talem infiniti definitionem, ex
qua contradictionem aliquam exsculpere possint 2 ». Dans tous
les eas, les anlinomies procédent, non des nolions propres de
Iespace et du temps, mais uniquement de la notion de Pinfini
qu'on leur applique; on ne peut donc rien en conclure tou-
chant l'idéalité de 'espace et du temps. On ne peut en con-
clure, selon nous, qu'une chose : c’est que Kant s'est fait un
concept contradictoire de I'infini, parce qwil introduit arbitrai-
rement la notion de temps dans le nombre et dans la grandeur;
C'est par conséquent une réfutation indirecte de sa philosophie
des mathématiques®.

1. Cf. VAImNGER, Commentar, t. 11, p. 283-281 : Ezcurs sur « Yespace
grandeur infinie donnée », Cette contradiction est fort voisine de celte
autre, remarquée par P. ScaropEr (Kanis Lelire vom Rawm, Halle, 189%) :
dans PEslhétique transcendentale (§ 2, n° 3), Kant dit que I'espace est
antérieur & ses parties; mais aillears (A. 162, B. 203) il dit que la gran-
deur exlensive est celle dont les perties sont antéricures au tout, et que
Iespace est une telle grandeur.

3. De mundi sensibilis atque intelligibilis forma et principiis (1710), éd.
Hartenstein, ¢ II, p. 396 note; ef. A, 43¢, B. 458. Le contexte de cette
nole confirme complétement notre interprétation, & savoir que la seule
raison des antinomies est le caractere successif attribué i la synthése des
nombres et des grandeurs, laquelle par suite né peut étre achevée « ¢n
un temps fini ». Kant ajoute que cest 14 une nécessité « subjective » de
Penlendement « humain =, guoi n'entraine nullement que Pinfini soit
inintelligible en soi (c’est-d-dire contradictoire). Le coneept d'infini, dit-il
encore, est irreprésentable, en tant que conlraire aux lois de Pinluition,
mais non impossible, ¢'est-a-dire contraire aux lois de la pensée. Toute
difficulté3disparait done, si 'on admel, contrairement au postulat fonda-
mental de la Critigue, que la pensée n'est pas nécessairement confinée
dans le domaine de lintuilion.

3. Bien des auleurs ont déji observé que les antinomies mne prouvent
pas lidsalité du monde extérieur, car ces prétendues contradictions res-
tent lesrmémes, que le monde soit idéal ou réel (Voir par exemple WuseT,
op. cil.). Ermanor a fait a ce sujet une remarque ingénieuse et d’une
logique fort juste : Si e fondement des antinomies élait réellement
Phypothese de la réalilé du monde, celte hypothése devrait figurer dans
la démonstration des thises et des anlithéses, ce qui n'a pas lieu {Kritik
der kanlischen Antinomieniehre, Jena, 1888}
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CoNcLusIons.

En résumé, les progrés de la Logique et de la Mathémalique
au xixe siecle ont infirmé la théorie kantienne et donné raison
b Leibniz. Si Kant séparait et opposait entre elles la Logique
et la Mathématique, ¢’est qu’il avait une idée trop étroite de
I'une et de l'autre. On connait Popinion qu'il avait de la
Logique : cetle science n’avait pas, selon lui, fait un seul pas
depuis Aristote (B. vin), et n’en avait plus un seul a faire, car
elle avait alteint dés 1'origine une perfection qu'elle devait & sa
« limitation ». On sait aussi quel éclatant démenti les logiciens
modernes devaient infliger & cette opinion. Sans doute, Kant ne
pouvait pas prévoir la renaissance de la Logique au xix® si¢cle;
mais il aurait pu du moins étre plus juste pour les efforts de
ses prédécesseurs, ¢’est-a-dire de Leibniz et de son école, qui
avaient essayé de dépasser le cadre artificiel et restreint de la
Logique aristotélicienne. Au lieu de continuer ce mouvement
et de collaborer & ce progrés avec ses puissantes facullés, Kant
s’est montré en Logique formelle ultra-conservateur, pour ne
pas dire réactionnaire : il s’est contenté de critiquer la « fausse
subtilité des quatre figures du syllogisme » et de simplifier la
Logique scolastique, et il ne parait pas s’étre jamais douté que
celle-ci etit besoin d'étre élargic et approfondie!. Cela est
d’aulant plus étonnant, que la Logique formelle était, de son
propre aveu, la base nécessaire de la Logique transcendentale ;
c’est « la méme fonction » qui forme les jugements ¢t subsume
les objets sous les catégories; c’est « le méme entendement »,
« par les mémes actions », qui produit, d'une part, 'unité
analytique dans les concepts, et d’autre part I'unité synthé-
tique dans l'intuition (A. 79; B. 104-105)*. Il semble done que
Kant edt dd, avant toute chose, analyser avec le plus grand

1. Cf. Steckzumacrer : Die formale Logik Kant's in ihien Besiehungen sur
transscendenialen (Breslau, 1879).

2. Dans le § 26 de la Critigue, Kant affirme « la coincidence compléte des
catégories avec les fonctions logiques générales de la pensée. » (B. 159).

Ci. W. Scuueee : Das Verhiltniss swischen Kant's formaler und lransscen-
dentaler Logik,ap. Philos. Monatshe*te, t. XVI (1850).
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soin les opérations logiques de I'esprit et les divers modes de
déduction, suivant la méthode positive préconisée et pratiquée
par Leibniz, & savoir par I'étude des formes du langage et de
la pensée scienlifique. Au lieu de cels, il s'est contenté d’em-
pruater & la vieille Logique scolastique des formules surannées
et un cadre tout fait, et d’adopter la classification tradition-
nelle des jugemeuis 1, en la complétant par de fausses fenétres
pour les besoins de la symétrie? Et quand on sait quel usage,
ou plutét quel abus il a fait de ce cadre étroit et rigide, quand
on le voit calquer sur lui le tableau des catégories. et celui des
principes, puis couler tour & tour toutes ses théories dans ce
moule uniforme et le transformer en un lit de Procuste vl
elles doivent entrer bon gré. mal gré, bien plus, s’en servir
comme d'un guide et d’'un moyen d'invention, on reste con-
fondu & la pensée que le grand critique a accepté sans critique
le fondement de tout son systéme, qu'a I'édifice majestueux
{mais trop artificiel et trop symétrique) des trois Critigues il
manque le soubassement indispensable, & savoir une Logique
moderne et vraiment scienlifique, et qu’en un mot, le colosse
d’airain a des pieds d’argile.

D'autre part, Kant concevait, avec tous ses contemporaing,
les mathématiques comme les sciences du nombre et de la
grandeur, et méme, plus étroitement encore, comme les sciences
de l'espace et du temps, et non pas ecomme une science ou
plutot une méthode purement formelle, comme un ‘ensemble
de raisonnements déductifs et hypothéliquement nécessaires.
Ivi encore, on ne saurait lui reprocher de n’avoir pas prévu
Yavenir, encore que, sur ce point aussi, Leibniz ait vu plus
clair et plus loin que lui, et ait congu fort nettement la Mathé-
malique universelle, et plus spécialement PAlgebre universelle
{qu'il appelait la Caractéristique) comme applicable & toutes

1. Empruntée a 'Organon de LAusent (STECKELMAGHER, op. cil.j.

2. F. Enusarnt (Kvitik der Kantischen A ntinomienlehre, Jena, 1388)
remarque et blame ce gott de Kant pour Parchilectonigque, el loi attribue
Yinvention des antinomies de la raison pratique et de lafacollé de juger,
qui lui paraissent des pendants artificiels & V'anlinemie de la raison
pure.



CONCLUSIONS 305

les formes possibles de déduction. Mais ces anlicipations
géniales étaient encore inconnues ou méconnues, et passaient
alors pour des réves d’utopiste. Au temps de Kant, les prin-
cipes de I'Analyse étaient encore obscurs, le Caleul infinité-
simal n’avait pas encore élé logiguement construit et purgé de
la notion mystérieuse d’infiniment petit (que certains Kantiens
ont si étrangement interprétée); Gauss ne savait pas encore si
l'on devait admettre les « quantités » imaginaires, qui sont
devenues la base indispensable de 1'Analyse, et ¢’est.en 1806
seulement qu’Argand en trouvait la premiére interprétation
salisfaisante.. Pendant longtemps encore, on s'est demandé si
ces entités bizarres et paradoxales (contradictoeires méme pour
quelques-uns) étaient des « nombres » ou des « grandeurs »,
Ge n’est que peu & peu, & la suite de 'invention du calcul bary-
centrique de Mobius, du caleul des équipollences de Bellavitis,
du calcul géométrique de Grassmann, des quaternions -de
Hamilton, de la Géométrie projective de Staudt, de.la théorie
des ensembles, de la théorie des substitutions et des groupes,
enfin du calcul logique de Boole, qu'on est parvenu & concevoir
que la mathématique n’est pas liée & une nature particuliére
d’objets, mais est une méthode générale de démonstration et
d’invention. C'est précisément BooLe qui a le premier « réa-
lisé » cette idée, et I'a formulée dans cette phrase lapidaire :
« Il n’est pas de 'essence des mathématiques de s’occuper des
idées de nombre et de quantité?. » Aussi I’on a pu dire, sans
trop de paradoxe, que la mathématique pure s été découverte
par BooLe® Et puisque nous célébrons des anniversaires, il
nous sera permis de remarquer que le centenaire de¢ la mort
de Kant cst le cinquantenaire de la malhématique - pure;
ce qui excuse suffisamment Kant de n’avoir pas connu
celie-ci.

En somme, toutes nos criliques reviennent simplement a
constater ce fait notoire, que-depuis un sidcle la Mathématique

1. Laws of Thought, Préface, p. 12 (1854).
2. B. Russcus, Recent work on the principles of mofhematics, ap. The
International Monlhly, juillet 1901 (p. 83).
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a fait des progrés immenses et imprévus, non seulement dans
le sens de I'extension et des applications, mais dans le sens
des principes et de leur approfondissement, et que ces progres
constituent nécessairement un gain pour la philosophie; de
sorte que s’en tenir, sur les mathématiques, aux théories et
aux formules de Kant serait tout bonnement relarder d’un
siécle. Nous laissons & ses disciples le soin de rechercher ce
qui peut subsister de sa théorie de la connaissance, dont sa
philosophie des mathématiques parait bien étre une piéce
essentielle !, On lui 2 méme reproché d’avoir fait repuser sa
théorie de la connaissance trop exclusivemeant sur la considé-
tion des mathématiques, d’avoir pris celles-ci pour type unique
de la science rationnelle et d'avoir ainsi donné a sa Critique
une base trop étroite, Ce reproche nous parait justifié, mais en
un autre sens que ne 'entendent ses auteurs. Si la base dela
Critique est irop étroite, ce n’est pas parce qu’elle est empruntée
aux mathématiques, mais parce qu’elle esl empruntée & une
conception insulfisanie et périmée des mathématiques. 1l est
vain d’espérer qu'on pourra firer de I'étude des sciences de la
nature des lumitres nouvelles sur la constitution de Pesprit;
car c'est méconnaitre le caraclére formel de la mathématique
et son applicabilité universelle : elle est la véritable Logique
des sciences de la nature, et il n'y a pas de Logique possible en
dehors d’elle. Sans doute, elle devra toujours s’élendre davan-
lage, s’assouplir et se compliquer pour se préter a 1'élaboration
rationnelle de théories nouvelles; mais toule science doit
nécessairement revétir la forme mathématique, dans la mesure
méme ou elle devient exacte, ralionnelle et déductive? La
science est une, comme l'esprit; et de méme qu'il n'y a pas de

1. Selon Zivueruasy (op. cil), « le préjugé mathématique de Kant » (3
savoir cette these que les jugements mathémaliques sont synthéliques)
« est laracine de la Critique ». Cf. la phrase du méme auteur que nous
avons prise pour épigraphe; et Kuno Fiscuer, III, 284 : « der Punkt wo
die kritische Philosophie einsetzt, ist die richiige Einsicht in dic wissen-
sehaflliche Natur der Mathemalik ».

2. Gomme Kant le dit lui-méme dans les Principes métaphysiques de la
Science de la Nature, Préface.
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compartiments et de cloisons étanches dans Pesprit, il n’y a pas
entre les scicnces d’hiatus oun de sauls qui bornent la juridiction
d’une Logique et justifient I'introduction d’une autre Logique.
Il n’y a qu'une Logique, la Logique de la déduction, dont les
méthodes dites inductives ne sont qu'une application, parce
qu’il ny-a qu'une seule maniére d’enchainer les vérités d’unc
maniére formelle et nécessaire . Seulement cette Logique n’est
plus la pauvre, mesquine et stérile Logique scolastique; elle est
coextensive aux Mathémaliques, et susceptible, comme elles,
d’un développement indéfini.

Loin donc de reprocher & Kant d’avoir été trop mathémali-
cien et trop logicien, nous lui reprocherions au contraire de ne
pas I'avoir été assez, en un mot, de n’avoir pas élé assez ralio-
naliste. En général, il est imprudent et téméraire de prétendre
limiter le domaine et la compétence de la pensée, et de lui
dire : « Tu n’iras pas plus loin. » Tous les philosophes qui ont
essayé ainsi de tracer des frontitres & la science ou des démar-
cations entre les sciences ont éLé 10t ou tard réfulés par les pro-
grés incessants de nos connaissances, Cest en ce sens que la
maxime tant discutée de Leibniz est profondément juste : les
syslemes sont vrais par ce qu'ils affirment, et faux par ce qu’ils
nient. Kant a trop cherché a .distinguer et & délimiter les
facultés de T'esprit, a les parquer dans des cases bien étique-
tées; son systeme, d’une symétrie artificielle et voulue, donne
I'impression étouffante d'une construction finie et close de
toutes parts : il ressemble au systeme du monde des anciens,
avec ses cieux. de cristal superposés; il ne laisse pas de place &
I'extension irrésistible des sciences, c’est-a-dire a I'avenir et
au progres. Enfin Kant a manqué de confiance dauns le pouvoir
et la fécondité de I'esprit humain. Il o été trop préoccupé de
circonscrire minutieusement le champ de la pensée, de subor-
donner la raison spéculative & la raison pratique, de borner el
méme de « supprimer le savoir pour faire place & la foi »
(B. xxx). Mais la raison a pris sa revanche, en brisant les

1. Cf. La Logique de Leibniz, p. 211.
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eadres rigides et les formules scolastiques ot il avait eru T'en-
fermer pour toujours’.

P.-S. — Au moment de metire sous presse, nous prenons con-
naissance du mémoire de M. HunTINGTON, : The continuum as o type
of order; an exposition of the modern theory. With an appendiz on the
transfinite numbers, publié dans les Annals of Mathematics, 2¢s., t. VI,
n® &, et t. VII, n° 1 (juillet-octobre 1905). C'est un exposé trés élé-
mentaire, trés clair et tout & fait didactique (iliustré de nombreux
exemplesj de la théorie des ensembles ordonnés, et de la définition
du continu par des propriétés purement ordinales. On y trouve anssi
des unotions sommaires téuchant les suites normales {ensembles
bien ordonnés) et les nombres infinis ordinaux et cardinaux.

1. Nous nous sommesabslenu & dessein de répéterici les considérations
d’ordre historique que nous avons indiquées dans notre exposé : Kant et
la Mathématique moderne, ap. Bulletin de la Société frangaise de Philoso-
phie, séance du 20 mars 1904 — Depuis que ce mémoire a été publie,
nous avons trouvé des conclusions tout a fajt semblables chez M. Josiah
Roxce, Kant's doctrine of the basis of mathematics, ap. Jowrnal of Philo-
sophy, Psychology and scientific methods, t. 11, n° 8 {avril 1908), et chez
M. Maxzime Bécuer, The fundamenlal conceptions and methods of malhe-
matics, ap. Bullelin of ihe American Mathematical Society, t. Xl, n°3
décembre 1804).
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